MATEMATICAS 1

Licenciatura de Administracién y

Direccién de Empresas

Fernando Casas, Maria Vicenta Ferrer, Pura Vindel
Departament de Matematiques

Universitat Jaume 1



Estas notas constituyen el material basico empleado en el curso de Matematicas
I de la Licenciatura de Administracién y Direccion de Empresas en la Universitat
Jaume I. El contenido es una introduccion al algebra lineal y matricial, e incluye
también algunas aplicaciones a la economia. Estas notas también incorporan los
enunciados de los problemas habitualmente planteados y resueltos durante el curso.
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Capitulo 1

MATRICES Y
DETERMINANTES

En la mayoria de los modelos matematicos usados en Economia aparecen sistemas
de ecuaciones algebraicas que es preciso resolver. Si las ecuaciones son lineales el
estudio de estos sistemas pertenece a la rama de las matematicas denominada algebra
lineal.

La parte mas importante de la economia que usa los sistemas de ecuaciones linea-
les es el andlisis input-output que trabaja con modelos de Leontief. Para comprender
y manejar estos modelos es conveniente familiarizarse con una serie de conceptos co-
mo son los de matrices, determinantes y vectores. No obstante, nos gustaria recalcar
que la utilidad del algebra lineal va mas alld de su capacidad para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, ya que se usa extensamente en muchas otras materias relacio-
nadas con la ciencia y la técnica, ademads de la economia. En particular, muchos de
los métodos del algebra lineal son 1tiles en la teoria de optimizacion, la estadistica
y la econometria.

1.1. Matrices

1.1.1. Introduccién

Vivimos en un mundo complejo de recursos finitos, demandas mutuamente com-
petitivas y flujos de informacién que han de ser analizados para asignar los recursos
de la mejor manera posible para satisfacer nuestras necesidades. Cualquier herra-
mienta que haga mas facil entender y usar tal informacién es muy conveniente.

Considérese, por ejemplo, un inventario de camisetas en una seccién de un gran
almacén. Se tienen camisetas de tres diferentes tamaQOos y cinco colores, y cada
noche el supervisor de la seccién prepara un inventario de las existencias para la
gestion. Un parrafo de dicho inventario podria tener la forma siguiente:

“Camisetas.... Nueve amarillas de talla S y cinco amarillas de talla M; ocho S
de color verde y seis M verdes; las de tamafio L casi se han agotado pues sélo quedan
tres rojas, una rosa y dos negras; también tenemos tres M rosas, cinco M rojas, una
M negra y siete S negras...”.
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Este informe no es muy facil de analizar. En particular, se ha de leer el parra-
fo entero para determinar el nimero de camisetas pequenas de color rojo que hay
actualmente en stock. En cambio, la tabla rectangular de datos presentada a conti-
nuacion resume la informaciéon mucho mejor:

‘Rosa Amarillo Verde Rojo Negro

S 0 9 8 0 7
M 3 5 6 5 1
L 1 0 0 3 2

Asi, de un vistazo, nos percatamos de que no hay camisetas de talla S rojas en stock.

1.1.2. Definicién

Llamaremos matriz de orden p X n a un tablero rectangular de elementos de un
determinado conjunto K organizados en p filas y n columnas, considerado como una
entidad y delimitado por paréntesis o corchetes.

Las matrices se suelen denotar por letras mayusculas y las entradas que las com-
ponen, denominadas elementos o coeficientes, por letras mintsculas con subindi-
ces que indican el lugar que ocupan en la matriz. El primer subindice especifica la
posicién en las filas y el segundo subindice su posicién en las columnas. Asi, aio
denota el elemento en la primera fila y segunda columna de la matriz A. En general,
una matriz p X n tiene la forma

ai;p a2 a3 . . . Qin
a1 az2 azz . . . Q2p
asyr asz2 azz . . . Qa3p
ap1 Ap2 Ap3 . . . Qpp

De manera abreviada se suele escribir
A = (a;5), i : indice de fila, j : indice de columna.

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamafnio y los elementos
correspondientes son iguales.

El conjunto de todas las matrices de orden p x n se denota por My, (K), y
cuando no hay ambig edad en cuanto al conjunto K, simplemente por Myy,.

Las matrices se usan en muchos contextos, en particular para organizar tableros
de datos, para la resolucién de ecuaciones lineales, etc. Como curiosidad histdrica,
digamos que el matemético inglés J. Sylvester (1814-1897) fue el primero que usé el
término “matriz” en 1850, para distinguir las matrices de los determinantes (los cua-
les se estudiaran més adelante). De hecho, la intencién era que el término “matriz”
tuviera el significado de ‘madre de los determinantes’.
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1.1.3. Ejemplos

(a) A= < ; é _(1) ) es una matriz de tamano u orden 2 x 3, siendo aj; = 2,

ais = 1, etc.

(b) La matriz A € Myy3(R) tal que a;; = 2i — j se escribe explicitamente como

A=

N Ot W =
RN O
Tt W = =

(c) Organiza los siguientes datos en forma de matriz: una tienda tiene dos al-
macenes como proveedores de electrodomésticos; el primer almacén tiene dos
lavadoras, dos cocinas y tres neveras en stock; el segundo tiene cuatro cocinas,
tres lavadoras y una nevera.

Solucion. La matriz seria en este caso

2 23
A_<3 4 1)’

si disponemos los dos almacenes en las filas y los diferentes articulos en las
columnas.

(d) Consideremos la matriz A € Mayy3(Re[z]) dada por

1422 22—1 0
A_< 2 1 x>

Obsérvese que los coeficientes de una matriz no tienen por qué ser necesaria-
mente nimeros reales. En este ejemplo los elementos son polinomios de grado
a lo sumo 2.

A partir de ahora trabajaremos, a menos que se especifique lo contrario, con
K =R, es decir, con matrices cuyos elementos son ntimeros reales.

1.1.4. Tipos de matrices

Ciertos tipos de matrices aparecen tan frecuentemente que es preferible darles
una denominacién especial y tratarlas separadamente.

(a) Una matriz fila es una matriz con sélo una fila. Una matriz columna sélo
posee una columna. Por ejemplo, A = ( 1 2 -1 ) es una matriz fila, mientras que

2 :

B = 5 | esuna matriz columna.

(b) Una submatriz de una matriz A es una matriz que se obtiene de A quitando
cualquier nimero de filas y/o columnas de A. En particular, si

1 2 3 4
5 6 7 8

A= 9 10 11 12 (1.1)
13 14 15 16
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entonces
10 12 2 3 4
B_<14 16)’ C_<10 11 12)

son submatrices de A. En el primer caso se han quitado la primera y segunda filas,
y la primera y tercera columnas. En el segundo se han quitado la segunda y cuarta
filas y la primera columna.

(c) Una matriz se dice que estd particionada si estda dividida en submatrices
por medio de lineas horizontales y verticales entre filas y columnas. Variando la

posicién de estas lineas horizontales y verticales es posible particionar una matriz
de diferentes formas. Asi,

1 2] 3 4 1] 2 3] 4
5 6|7 8 56 7|8
9 10|11 12 Y 910 11|12
13 14|15 16 13|14 15|16

son ejemplos de dos diferentes particiones de la matriz A dada en (L.1)).
(d) Una matriz es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de columnas.
En general, una matriz cuadrada de orden n tiene la forma

ail a2 . . . Q1p
an1 Aap2 . . . Qpn
con los elementos aq1, ase, ..., an,, formando la diagonal principal.

(e) Una matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la
diagonal principal son todos cero. Una matriz identidad, denotada como I, es una
matriz diagonal que tiene todos sus elementos de la diagonal principal iguales a 1.
Asi, la matriz identidad 2 x 2 es

1 0
I =

(f) Se define la matriz cero O como la matriz cuyos elementos son todos cero.

(g) Una matriz A = (ai;) es triangular superior si a;; = 0 para i > j, esto
es, todos sus elementos por debajo de la diagonal principal son cero. Si a;; = 0
para ¢ < j, esto es, si todos los elementos por encima de la diagonal principal son
cero, entonces A es triangular inferior. Ejemplos de matrices triangular superior y
triangular inferior son, respectivamente,

1 2 4 1 1 0 0 0
013 8 5 6 0 0
00 2 12 Y 1 0 1 0
000 —5 13 14 15 16
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(h) Se define la traspuesta de una matriz A, denotada por AT o bien A’, como
aquella matriz que se obtiene intercambiando las filas y las columnas de A (preser-
vando su ordenacién). Formalmente, si A = (a;;) es una matriz n x p, entonces la

traspuesta de A, AT = (ag) es una matriz p X n, donde ag; = a;;. Por ejemplo, si

entonces AT =

~N Ot W
S =N O
St W~ =
— O
— N W
W = Ot
[SARNerIEN|

De acuerdo con esto, es evidente que (AT)T = A.
(i) Una matriz cuadrada A = (a;;) es simétrica si es igual a su propia traspuesta,
es decir, A = AT entonces se verifica que a;; = aj;. Una matriz es antisimétrica

1 2 3
si AT = —A, donde —A = (—ajj). Por ejemplo, A = [ 2 4 5 | es una matriz
3 5 6
0o 2 -3
simétrica, mientras que B=| —2 0 1 | es antisimétrica.
3 -1 0

(j) Una matriz se dice que estd en forma escalonada si satisface las cuatro con-
diciones siguientes:

1. Todas las filas de ceros aparecen por debajo de filas no nulas cuando ambos
tipos estan presentes en la matriz.

2. El primer elemento no nulo en cualquier fila no nula es 1.

3. Todos los elementos que estan en la misma columna pero en las filas situadas
por debajo del primer elemento no nulo de una fila no nula son cero.

4. El primer elemento no nulo de cualquier fila no nula aparece en una columna
posterior (hacia la derecha) que el primer elemento no nulo en cualquier fila
precedente.

Las matrices en forma escalonada son extrordinariamente tutiles a la hora de re-
solver sistemas de ecuaciones lineales. Usaremos estas matrices ampliamente en las
secciones siguientes, pero de momento veamos varios ejemplos.

-2

o O o=
S O o
o O o

S O Ut
S O N

no esta en forma escalonada, debido a que el primer elemento no nulo en la segun-

da fila no es 1. Si ao3 fuera 1 en vez de —6, entonces la matriz estaria en forma
escalonada.

1 2 =2

B=|100 0

0 0 1
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no estd en forma escalonada debido a que la segunda fila es una fila de ceros y
aparece antes que una fila no nula; si se intercambiaran las filas 2 y 3, si estaria en
forma escalonada.

1 2 -2 4
cC=100 17
01 05

no estd en forma escalonada, porque el primer elemento no nulo en la fila 2 aparece
en una columna posterior (columna 3) que el primer elemento no nulo en la fila 3. Si
se intercambiaran las filas 2 y 3 la matriz resultante si estaria en forma escalonada.

1 -2 3 3
D=0 015

0 010
no esta en forma escalonada, pues el primer elemento no nulo en la fila 2 aparece en
la tercera columna, y todos los elementos situados debajo de él no son nulos. Si ds3
fuera cero en vez de 1, entonces si estaria en forma escalonada.

1.1.5. Operaciones con matrices
Para muchas de las aplicaciones de las matrices es interesante conocer qué ope-

raciones se pueden realizar con ellas, es decir, conocer el algebra de las matrices.

Suma de matrices Dadas dos matrices del mismo tamano A = (a;;), B = (bi;) €
Mpsxn, se define la suma de A y B como la matriz

A+ B = (a;j + bij) € Mpxn.

Ejemplo. Si en el ejemplo (c) de la seccién llega por la noche un envio a los
almacenes dado por la matriz de transporte

9 0 0
B= < 3 3 3 > ’
la nueva matriz de existencias vendria dada por

1 2 3
A+B—<6 - 4>.

La suma de matrices cumple las siguientes propiedades, todas ellas facilmente de-
mostrables a partir de la definicién:

1. La suma estd bien definida (es consistente). Esto significa que para todas las
matrices A, B € M,x, existe una Unica matriz A + B € Mpxp.

2. Asociativa. A+ (B+C)=(A+B)+C

3. Existencia de elemento neutro O: A+ 0=0+ A = A, donde 0 representa
una matriz del mismo tamano que A con todos sus elementos nulos.
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4. Existencia de elemento opuesto: A+ (—A)=(-A4)+A=0.
5. Conmutativa: A+ B =B+ A

El conjunto My, de todas las matrices p X n con la operacién + se dice que tiene
entonces estructura de grupo abeliano o conmutativo. Ademas, es facil comprobar
que

6. (A+B)T =AT + BT
Nota. Se suele denotar por A — B = A+ (—B).

Producto de una matriz por un escalar Dada una matriz A = (a;;) €
Mypxn(R) y un escalar o € R, definimos el producto del nimero « por la matriz A
a la nueva matriz

aA = (aai;) € Mpxn(R).

. (2 1 - [ -4 =2
E.]emplo.A—<3 _7>,a——2 = aA-(_G 14>.

Se tienen las siguientes propiedades, siendo a y [ escalares arbitrarios:

1. Este producto de matriz por escalar estd bien definido, es decir, dada cualquier
matriz A = (a;j) € Mpxn(R) y cualquier escalar o € R, existe una tnica
matriz A =€ My, (R).

2. Distributiva respecto de los escalares: (a+ ) A= oA+ BA.
3. Distributiva respecto de las matrices: o (A+ B) =aA+ aB.
4. Asociativa mixta: («af)A = a(BA).

5. 1.A=A.

Como veremos en el tema siguiente, el conjunto My, (R) satisface los axiomas de
un espacio vectorial. Ademads se cumple que

6. (aA)T = aAT.

Multiplicacién de matrices La multiplicacion de matrices es la primera opera-
cién donde nuestra intuicién falla: en primer lugar, dos matrices no se multiplican
elemento a elemento; en segundo lugar, no siempre es posible multiplicar dos ma-
trices. Nuestro propdsito al introducir un nuevo concepto, como el de matriz, es
usarlo para intentar ampliar nuestro conocimiento de los fenémenos del mundo real
y resolver problemas que previamente eran dificiles de abordar. Una matriz vista
solamente como un tablero de niimeros no constituye en verdad ningin concepto
novedoso. Las operaciones sobre esos tableros, tales como la suma de matrices o el
producto de una matriz por un niimero son nuevas, pero de hecho no son méas que
extensiones naturales de operaciones analogas sobre los niimeros reales. Si esperamos
usar matrices para analizar problemas de una manera diferente, hemos de introdu-
cir algo realmente nuevo, y ese aspecto nuevo es la forma en que se multiplican las
matrices.
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Una posible motivacién para la multiplicacion de matrices puede venir del deseo
de resolver sistemas de ecuaciones lineales con la misma, facilidad como se hace con
una ecuacién en una variable. Una ecuacién lineal en una variable tiene la forma
general

(constante).(incégnita) = constante

y resolvemos simplemente dividiendo la ecuaciéon completa por la constante multi-
plicativa de la izquierda. Queremos de alguna forma imitar este proceso cuando se
tienen varias ecuaciones con varias incognitas. Idealmente nos gustaria tener una
sola ecuacion de la forma

(paquete de constantes).(paquete de incégnitas) = paquete de constantes

Por ejemplo, para el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

2 +3y = 10

dr+5y = 20 (1.2)

combinando todos los coeficientes de las incognitas en una matriz de coeficientes,
todas las incégnitas en una matriz columna y las constantes de la derecha de cada
ecuacién en otra matriz columna, generamos el sistema matricial

2 3 T 10
. = 1.
(15)-G)-(=) a3
La idea es entonces definir la multiplicacion de matrices de manera que el sistema
(1.3) sea equivalente al sistema (|1.2)); esto es, queremos definir la multiplicacién de

forma que
2 3 x\ _ [ 2x+3y
(4 5)'<y>_<4x+5y> (1.4)

de forma que el sistema (|1.3]) sea

20 +3y \ _ ([ 10
(%) =(m): 0
Definiremos el producto AB de dos matrices A y B cuando el nimero de colum-
nas de A es igual al nimero de filas de B. El resultado serd una matriz que tiene el

mismo numero de filas que A y el mismo ntimero de columnas que B. Asi, si Ay B
son

10 10
A:<_?;(1)>, B = 32 -2 1
41 10

entonces el producto AB estd definido, y serd matriz 2 x 4. Por contra, el producto
BA no estd definido, dado que el nimero de columnas en B es diferente del niimero
de filas en A.

Si tenemos en general una matriz A n X r y una matriz B de orden r X p, tomamos
como motivacién la multiplicaciéon en y definimos el elemento ij del producto
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AB = C = (¢;;) multiplicando los elementos de la fila ¢ de A por los correspondientes
elementos en la columna j de B y sumando los resultados. Esto es,

ai; a2 ... Qip bll b12 e blp i1 €12 ... Cip

asr a22 ... Q2p b21 522 e bgp Co21 C22 ... Cgp
AB = ) o ) ) o : =

an1 Ap2 ... Qpp brl b7»2 . brp Cnl Cp2 ... Cpp
donde

T
Cij = aibij + Qigboj + -+ + awby; = Y aiby;.
k=1
En particular, ¢;1 se obtiene multiplicando los elementos en la primera fila de A
por los correspondientes elementos en la primera columna de B y suméndolos; por
consiguiente,
c11 = ai1bi1 + a12bor + - - + airbry;

el elemento c1o se obtiene multiplicando los elementos en la primera fila de A por
los correspondientes elementos en la segunda columna de B y sumandolos,

c12 = a11bia + ai2bog + - - - + aibra,

y asi sucesivamente.

Ejemplo. Si en el ejemplo (c) de la seccién el precio de venta al publico de
una lavadora es de 300 euros, el de una cocina es de 120 euros y el de una nevera de
450 euros, entonces la matriz

120
32 3 2310

AX = < ) 300 | = ( ) ,
3 41 50 2010

donde X es la matriz columna con el precio de venta de cada tipo de electrodomésti-
co, nos propociona los ingresos de cada almacén si vendieran todos los electro-
domésticos que tienen en stock.

La multiplicacién de matrices tiene las siguientes propiedades:

1. El producto de matrices es consistente, es decir, dadas cualesquiera matrices
A = (aij) € Mpxr(R) y B = (bij) € M;xp(R), existe una tnica matriz
AB € Myxp(R).

2. Asociativa: A(BC)=(AB)C.
3. Distributiva a derecha: (A+ B)C = AC + BC.
4. Distributiva a izquierda: C(A+ B)=CA+ CB.

5. ,A = Ay Al, = A, siendo A una matriz p x n e I; la matriz identidad de
orden j X j.

6. (AB)T = BT AT.

=C
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Es importante recalcar, a tenor de los comentarios precedentes, que no se verifica la
propiedad conmutativa, es decir, en general AB # BA.
Ejemplo. Calcular AB y BA para

-7 -8
A:(i g 2) B=| 9 10
0 —11
Solucioén.
-39 —54 —69
AB:(E :ié), BA=| 49 68 87
—44 —55 —66

La multiplicacién de matrices también carece de otras propiedades familiares, ademas
de la conmutatividad. Sabemos que con nimeros reales, si el producto ab = 0, en-
tonces o bien a = 0 o bien b = 0 o bien los dos son cero. Esto no es cierto, en general,
para las matrices: existen matrices para las cuales AB = O sin que A ni B sean cero.

Por ejemplo,
2 6 3 —6
=(5e) (40 2)

También, en general, la ecuacién AB = AC no implica que B = C'. Por ejemplo,

(33 (1) e=(32)

1.2. Determinantes

1.2.1. Introduccién

Toda matriz cuadrada tiene asociado un escalar, llamado su determinante. Hasta
hace poco los determinantes jugaban un papel destacado en el estudio del algebra li-
neal. Los determinantes eran usados para calcular inversas de matrices, para resolver
sistemas de ecuaciones lineales, etc. Hoy dia, en su lugar se utilizan otras técnicas,
a menudo basadas en operaciones elementales sobre las filas de la matriz, las cuales
son mas eficientes y mejor adaptadas al calculo computacional.

Los determinantes se definen en términos de permutaciones sobre enteros posi-
tivos. La teoria es complicada, pero una vez completada, da lugar a métodos més
simples para calcular determinantes. Nosotros no desarrollaremos la teorfa, sino que
nos limitaremos a estudiar algunos métodos de calculo.

Los determinantes se definen sdlo para matrices cuadradas. Dada una matriz
cuadrada A, usaremos det(A) o bien |A| para denotar del determinante de A. Si la
matriz puede ser escrita explicitamente, designaremos su determinante remplazando
los paréntesis por lineas verticales. Por ejemplo, si

A= (1.6)

— AN
-3 00 ©

)
0
3

10
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entonces

2
det(A) =| 4 (1.7)
1

w O ot
~N 0 ©

Repetimos una vez més que (1.6 y (1.7) representan estructuras completamente
diferentes. La expresién (1.6 es una matriz, un tablero rectangular de elementos,
mientras que ([1.7]) representa un escalar, un nimero asociado a la matriz (|1.6)).

1.2.2. Definicién

En realidad, como hemos dicho, la definicién de determinante es un poco ardua,
de modo que aqui procederemos de un modo méas pragmatico. Asi, el determinante
de una matriz 1 x 1 (a11) se define como el escalar aq;. Si A es una matriz 2 x 2,

ail a2
A= , entonces det(A) = ajrazs — aiza2;
a a2

mientras que si A es 3 X 3, entonces

aii aiz2 ais
det(A) = |A| = | a21 ax ax |=
asy azz ass

a11G22033 + a12023a31 + 21032013 —
—a13a22a31 — @23a32a11 — 120210433

Nota. Por completitud, el determinante de una matriz A = (a;;) de tamafio n X n,
es igual a cualquiera de las dos expresiones siguientes:

det(A4) = ) &(0) a15(1) @20(2)  ** Ono(n)
oES)

det(A) = Y e(p) ap)1 Gp2)2 - Apnyn
pPESH

donde S, es el conjunto de todas las sustituciones de n elementos, o y p son susti-
tuciones y ¢(0) es +1 o —1 dependiendo de si la sustitucién tiene un nimero par o
impar de trasposiciones, respectivamente.

Para calcular el determinante de matrices de orden mayor o igual que 3 no
recurriremos a la definicién, sino que desarrollaremos un método basado en menores
y cofactores y reduciremos el determinante de la matriz a una suma de determinantes
de orden dos o tres.

Llamaremos menor de una matriz A al determinante de cualquier submatriz
cuadrada de A. A partir de una matriz cuadrada A se forma un menor quitando el
mismo numero de filas y columnas de A y calculando el determinante de la submatriz
resultante. Asi, si

2
A= 4
1

w O ot
~J 00 ©

11



12 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

entonces 2 0
1 3

-~ 0o

. 2
g ’ y ’ son ambos menores, ya que las matrices < 1 3 > y

< g ? ) son ambas submatrices de A. Por contra, ; i no es un menor, puesto

37

Llamaremos cofactor c;; del elemento a;; de una matriz A al escalar obtenido al
multiplicar (—1)i+j por el menor obtenido de A quitando la fila ¢ y la columna j. En
otras palabras, para calcular el cofactor (también llamado adjunto) de un elemento
a;; de una matriz A, formamos primero una submatriz de A quitando de A la fila y
la columna en la que el elemento esta situado, calculamos después el determinante de
dicha submatriz y finalmente multiplicamos el determinante por el ntiimero (—1)i*7.
Ejemplo. Para calcular el cofactor del elemento 4 en la matriz

que < 20 > no es una submatriz de A.

1 2
A=1 45
7 8

NelNe)REdV)

nos fijamos en que el 4 aparece en la segunda fila y primera columna, de modo que
i=2j=1y(-1)" = (-1)?t! = (~1)3 = —1. La submatriz de A obtenida al

. . 2 3 . .
quitar la segunda fila y primera columna es < 8 9 ), que tiene por determinante

—6. Asi pues, el cofactor de 4 es ag; = (—1)(—6) = 6.

1.2.3. Calculo de determinantes

Con este concepto podemos calcular el determinante de cualquier matriz cuadra-
da A nxn. Méas concretamente, el determinante de A se puede calcular multiplicando
los elementos de una fila (0 una columna) por sus cofactores y sumando los productos
resultantes. Es decir,

n
det(4) = apapn + a2+ + GipQin = Z a1
=1
n
det(A) = a1015 + a2ja2; + - + ApjQn; = Z aj o
1=1

El algoritmo resultante se podria resumir en los siguientes pasos:
Desarrollo de un determinante por los cofactores de una linea

1. Elegir cualquier fila o cualquier columna de la matriz (a gusto del consumi-
dor...)

2. Calcular el cofactor de cada elemento en la fila o columna elegida.

3. Multiplicar cada elemento en la fila o columna elegida por su cofactor y sumar
los resultados.

12
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Ejemplo. Calcular det(A), siendo
3 95
A= —1 2
3

>
A

Desarrollamos arbitrariamente por la segunda columna. Asi,

det(4) = 5(=1)'+2 ; HH( 1)2+2 g 2'+(—6)(_1)3+2 3 (1)‘_
= 5(=1)(-4-3)+2(1)(12 - 0) + (=6)(=1)(3 - 0)
= (=5)(=7) +2(12) + 6(3) = 77.
Si desarrollamos por la primera fila,
det(4) = 3(—1)'*! 2 H+5 1)t s H+0(cofactor de 0) =
+5(=1)(—=4 —3) + 0 = 3(14) + (=5)(=7) = 77,

= 3(1)(8+6))
y si se aplica directamente la definicién,

det(A) =24 +15+0— (0 — 18 — 20) = 39 + 38 = 77.

Este ejemplo ilustra dos propiedades importantes del desarrollo de un deter-
minante por cofactores. En primer lugar, el valor de un determinante es el mismo
independientemente de qué fila o columna se elige, y en segundo lugar, eligiendo para
desarrollar una fila o columna que tenga ceros reduce significativamente el volumen
de céalculo requerido.

Ejemplo. Calcular det(A), siendo

105 2
-1 410
A= 3041
-2 11 3

En este caso la linea que contiene la mayor cantidad de ceros es la segunda columna,
de modo que desarrollamos por ella.

15 2 15 2
det(A) = 04+4(-1)>"2| 3 4 1|4+0+2(-D)*"?| -1 1 0|=
-2 1 3 3 41
15 2 15 2
= 4| 3 4 1|+|-110
-2 1 3 3 41

Ahora podemos usar el desarrollo por cofactores de cada uno de estos dos deter-
minantes de orden 3 o directamente aplicar la definicién. En el primer caso caso se

13



14 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

llega a
1 5 2
54 1| = 1‘4 1 ‘+5(_1)1+2 3 1 '+2(_1)1+3 3 4':
1 3 -2 3 -2 1
-2 1 3
= 11 -55422=—-22, desarrollando por la primera fila
y
1 5 2
-1 1 0| = 2(-1)3 _é i‘+0+1(—1)3+3 _i ?’:
3 4 1
= —1446 = —8 desarrollando por la tercera columna

En consecuencia, |A| = 4(—22) + 1(—8) = —96.

Si no tiene elementos nulos, el determinante de una matriz 3 x 3 requiere 3-2 = 3!
multiplicaciones, el de una matriz 4 x 4 requiere 4 - 3 - 2 = 4! multiplicaciones y, en
general, una matriz n X n require n! multiplicaciones, de manera que el nimero de
productos necesarios es prohibitamente elevado conforme el orden de la matriz au-
menta. Asi, serd necesario usar propiedades de los determinantes para, en lo posible,
tratar de corregir esta situacion.

1.2.4. Propiedades de los determinantes

Las matrices triangulares contienen muchos ceros, de manera que su determi-
nante es particularmente sencillo de calcular.

1. El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) es el producto
de los elementos de la diagonal principal.
Las matrices diagonales son a la vez triangulares superiores e inferiores, de
modo que la siguiente propiedad es inmediata.

2. El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de su
diagonal principal.

El desarrollo por una fila o una columna que tiene muchos ceros simplifica
mucho el calculo de un determinante; el desarrollo por una fila o una columna
de ceros, si existe, hace el proceso trivial: al multiplicar cada elemento cero por
su cofactor da cero, que al sumar con los demés también da cero, de manera
que

3. Si una matriz cuadrada tiene una fila o una columna de ceros su determinante
es cero.

4. Si la matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A intercambiando
la posicién de dos filas en A, entonces det(B) = — det(A).

Como consecuencia inmediata de esta propiedad se tiene la siguiente:

5. Si una matriz tiene dos filas idénticas, entonces su determinante es nulo.

14
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6. Si la matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A multiplicando
todos los elementos de una fila de A por un escalar A entonces det(B) =

Adet(A).

Como una extension inmediata se tiene
7. Si A es una matriz n x n, entonces det(AA) = A" det(A).

8. Sila matriz B se obtiene a partir de una matriz cuadrada A sumando a una fila
de A otra fila de A multiplicada por un escalar A, entonces det(B) = det(A).

9. En general det(A + B) # det(A) + det(B). No obstante, si las matrices A y
B tienen todas las filas iguales salvo la nimero i, entonces det(A) + det(B)
serd el determinante de una nueva matriz C' que tiene todas sus filas, salvo la

nimero ¢ iguales a las de A y B, y cuya fila i es la suma de la fila i de A y la
fila ¢ de B.

10. Para cualquier matriz cuadrada A, se tiene que det(A) = det(AT).

Por consiguiente, todo lo indicado anteriormente para filas se verifica también
para columnas.

11. Si Ay B son matrices del mismo orden, entonces det(AB) = det(A) det(B).

Las propiedades 4, 6 y 8 muestran el efecto que sobre el determinante de una
matriz cuadrada tiene el someter a ésta a las llamadas operaciones elementales sobre
filas. Més especificamente, a lo largo del curso consideraremos en miltiples contextos
las tres operaciones elementales sobre las filas de una matriz siguientes:

(F1) Intercambiar la posicién de dos filas cualesquiera de la matriz.
(F2) Multiplicar cualquier fila de la matriz por un escalar no nulo.

(F3) Sumar a una fila de la matriz otra fila de la misma matriz multiplicada por un
escalar no nulo.

Como veremos posteriormente, mediante estas sencillas operaciones es posible resol-
ver, en particular, cualquier sistema de ecuaciones lineales.

Un método elegante para reducir sustancialmente el niimero de operaciones
aritméticas necesarias para evaluar determinantes de matrices estd basado preci-
samente en estas operaciones elementales. Se trata, basicamente, de transformar la
matriz de partida en otra en una de cuyas columnas haya el mayor nimero posible
de ceros; a continuacion, si se desea, el procedimiento se puede repetir para obtener
finalmente una matriz escalonada.

En otras palabras, es posible disenar un algoritmo eficiente para calcular el deter-
minante de una matriz cuyos elementos son todos constantes de la siguiente forma.
Se usan operaciones elementales sobre filas para transformar una matriz a la for-
ma escalonada, ya que la matriz resultante es triangular y su determinante es facil
de evaluar por medio de la propiedad 1. Es preciso llevar un registro de los cam-
bios hechos al determinante en el proceso de convertir la matriz en escalonada. El
producto de estos cambios por el determinante de la matriz escalonada es entonces

15



16 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

el determinante de la matriz original. Ilustremos el procedimiento con un par de

ejemplos.
0 -1 2
Ejemplo 1. Dada A = 4 5 6 |, calcular su determinante reduciéndolo al
-2 1 4
de una matriz escalonada.
0 -1 2 4 5 6
Solucién. det(4A)=| 4 5 6 = —-| 0 -1 2|=
—2 1 4 |PR e 1y
4 5 6 4 5 6
= -0 -1 2 = -0 =1 2|=56
F3—Fs+1im 0 % 7 | Fs—=Fs+i P 0 0 14
1 2 3
Ejemplo 2. Evaluar det | —2 3 2
3 -1 1
1 2 3 1 2 3
Solucién. -2 3 2 = 0 7 8 |=
3 -1 1 |PTRTRg g
1 2 3 1 2 3
o o 7 8 = 710 1 8/7|=
3—F3—3F 0 -7 -8 Fy—1iF 0 -7 -8
1 2 3
L 710 1 8/7 |=7(0)=0.
3—F3+7F> 0 0 0

1.2.5. Rango de menores de una matriz

Ya introdujimos anteriormente el concepto de menor de orden p de una matriz A
m x n. Bste no era més que el determinante de cualquier submatriz p x p de A (con
p < m, p < n). Introducimos ahora la nocién de rango de menores de una matriz
arbitraria A de tamano m x n.

Dada una matriz A € M, «,, consideremos todos sus menores: los de orden 1,

los de orden 2,... (hasta llegar al mas pequeno de los m y n). De todos ellos, nos van
a interesar los que son no nulos, que serdan en general de distintos érdenes. Pues bien,
al mayor de estos érdenes (de menores no nulos) se le llamara rango de menores de
la matriz A. En otras palabras, este rango es p si hay alguna submatriz de tamafio
p X p con determinante diferente de cero y todas las submatrices cuadradas de mayor
tamano que p tienen determinante cero.
Definicién. Se dice que p es el rango de menores (o simplemente rango) de una
matriz A, de tamafio m x n cualquiera, si A tiene algiin menor de orden p que no es
nulo y todos los menores de A de orden mayor que p son nulos; o sea, p es el mayor
de los 6rdenes de los menores no nulos de A.

Procedimiento de calculo. Para hallar el rango de menores de A, se toma un
menor My de orden 2 no nulo y se le orla con una fila fija, la ¢, y con sucesivas
columnas; si todos los menores de orden 3 que asi se obtienen son nulos, entonces
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se prescinde de la fila i y se repite el proceso con otra o con otras filas hasta: (1)
encontrar un menor M3 de orden 3 no nulo, en cuyo caso el rango es al menos 3;
0 (2) descubrir que todos los menores de orden 3 son nulos, en cuyo caso el rango
es 2. Si hay un menor Mgz no nulo, se le orla con una fila y con sucesivas columnas,
siguiendo el mismo proceso que con Ms, lo que nos lleva o bien a que el rango es 3
(si todos los menores de orden 4 son nulos) o bien a que el rango es al menos 4 (en
cuanto se encuentre un menor de orden 4 no nulo). Siguiendo asf, se llega a un menor
no nulo del mayor tamafio posible; este tamano es el rango de menores buscado.

Ejemplo. Calcular el rango de menores de la matriz

1 2 3 2
A=12 3 5 1
1 3 4 5

2 3
tanto, el rango de menores de A es al menos 2. A continuacion, lo orlamos con la
fila 3 y la columna 3. Si el menor resultante de orden 3 es diferente de cero, el rango
de A serd 3, dado que ya no podremos formar una submatriz de A de tamano 4 x 4.
Si, por el contrario, el menor de orden 3 asi formado a partir del de orden 2 no
nulo anterior fuera cero, lo orlarfamos con la tercera fila y la cuarta columna. Si éste
también fuera cero, el rango de A serfa 2; en caso contrario, el rango seria 3.

1 2
Solucién. El menor de orden dos ‘ ’ es diferente de cero (su valor es —1). Por

1 2 3
Asi pues, formamos el menor de orden tres | 2 3 5 | (orlando con tercera fila
1 3 4

y tercera columna), que vale cero. Por tanto, formamos a continuacién el menor
1 2 2
2 3 1 | (se orlan con tercera fila y cuarta columna), que también es cero. Por
1 3 5

consiguiente, el rango de menores de A es 2.

En el tema 2 volveremos sobre el concepto de rango desde un punto de vista di-
ferente, mas intuitivo, y proporcionaremos un método de calculo mucho mas sencillo
del mismo.

1.3. Inversa de una matriz

La divisiéon por ntimeros reales es equivalente a la multiplicacion por el reciproco.
Podemos resolver la ecuacién lineal 5x = 20 para la variable z o bien dividiendo la
ecuacién por 5 o bien multiplicando la ecuacién por 0.2, el reciproco de 5. Un niimero
real b es el reciproco de a si y sélo si ab = 1, en cuyo caso escribimos b = a~!. El
concepto de reciproco se puede extender a matrices. La matriz que hace el papel del
nimero 1 es la matriz identidad I, y se usa la palabra inversa de una matriz A en
lugar de reciproca, aun cuando se mantiene la notacién A1,
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18 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

1.3.1. Definicién

Diremos que una matriz B € M« es la inversa de una matriz A € My« si y
sélo si

AB=BA=1

en cuyo caso escribimos B = A1

Observemos que el requerimiento de que una matriz conmute con su inversa
implica que ambas matrices son cuadradas y del mismo orden. Asi, las inversas sélo
estdn definidas para matrices cuadradas. Si una matriz cuadrada A tiene inversa,
entonces se dice que A es invertible o regular. Si A no tiene inversa, se dice que A

es singular.

1

-2 1 . 2
3/2 —1/2 ) es la inversa de A = ( 3 4 ) ya que

AB:(; 421><3_/§ —1/;>:<(1) (1)>:<3_/Z —1/3)(:13 i)ZBA

1.3.2. Propiedades

Ejemplo. La matriz B = (

1. La inversa de una matriz es tnica.
2. Si A es una matriz regular, entonces
(A1) =4, (AT =", (AA) =1 (4)7!, siendo A # 0.
3. Si Ay B son matrices regulares del mismo orden se cumple que
(AB)™' =B 1AL
4. La inversa de una matriz simétrica regular es simétrica.

5. La inversa de una matriz triangular regular también es triangular.

La demostracién de estas propiedades es elemental. Como ilustracién, consideremos
la primera de ellas. Asi, supongamos que B y C son ambas inversas de la matriz A.
Entonces

AB=1, BA=1I, AC=1, CA=1
De aqui se deduce que
C=CI=C(AB)=(CA) B=IB=B

Esto es, si B y C son ambas inversas de A, entonces han de ser iguales; de aqui, la
inversa es unica. Ademads, se tiene el importante resultado siguiente:

Teorema. Una matriz cuadrada A tiene inversa si y s6lo si su determinante det(A)
es diferente de cero. En ese caso det(A~!) = 1/det(A).

Aunque demostrar la primera parte de este teorema excede el propédsito de este
curso, es elemental demostrar la segunda parte. En efecto, si A es invertible, entonces
det(A) # 0y AA~! = I. Por consiguiente,

det(AA™!) = det(I) =1

18
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y de aqui
det(A) - det(A™1) =1

se donde se tiene el resultado buscado.

1.3.3. Procedimientos para el calculo de la matriz inversa

Caélculo de la inversa mediante la matriz de los adjuntos Dada A = (a;j)
una matriz cuadrada de tamano n x n, se llama matriz adjunta (o de cofactores) de
A ala matriz adj(A) = (a;j) de tamano n X n cuyos elementos son los adjuntos «;;
de a;;. Se puede demostrar entonces sin excesivas dificultades que si A es regular,
entonces su inversa A~! estd dada por

0{11 0121 P Oénl
1 a12 Q22 ... Qp2
A7l = dj(A)" =
det(a) BT = 5D
a1p Q2 ... QOpp

Como vemos, esta expresion involucra el cdlculo del determinante de una matriz
n X ny, en general, el de n? determinantes de orden (n — 1) x (n — 1), con lo cual,
incluso para valores moderados de n (n > 4), este procedimiento es prohibitivo en la
practica, de manera que conviene introducir otro, mas factible computacionalmente.

Calculo de la inversa mediante operaciones elementales sobre filas Antes
de introducir el procedimiento propiamente dicho, conviene hacer notar que cada
operacion elemental efectuada sobre las filas de una matriz estd generada de algin
modo por una cierta matriz. Asi, llamaremos matriz elemental E a una matriz cua-
drada que genera una operacién elemental sobre una fila de una matriz A (la cual
no tiene que ser necesariamente cuadrada) bajo la multiplicaciéon FA. Las matrices
elementales se construyen aplicando la operacién elemental de fila deseada sobre una
matriz identidad del orden apropiado, concretamente el orden de una matriz cua-
drada que tiene tantas columnas como filas tiene A, de manera que la multiplicacién
FE A esté definida. En particular,

(i) Para construir una matriz elemental que intercambie la fila i con la fila j,
partimos de la matriz identidad I. Primero intercambiamos el 1 en la posicion
i-¢ con el cero en la posicién j-i y después intercambiamos el 1 en la posicién
j-j con el cero en la posicién i-j.

(ii) Para construir una matriz elemental que multiplica la fila ¢ de una matriz por
el escalar no nulo k, se parte de la matriz identidad I y se sustituye el 1 en la
posicién -7 por k.

(iii) Para construir una matriz elemental que anade a la fila j de una matriz el
producto de un escalar k por la fila ¢ de la matriz, se parte de la matriz I y se
sustituye el 0 en la posicién j-i por k.
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Ejemplo. Construir matrices elementales tales que cuando se multiplican por cual-
quier matriz A 3 x5 (a) intercambie la primera y la segunda fila de A; (b) multiplique
la tercera fila de A por —2, y (c) anada a la tercera fila de A 4 veces su segunda fila.

Solucion.
010 10 0 1 00
(a) 100 |; (b 01 0 |; (¢ 010
0 0 1 0 0 -2 0 4 1

Las operaciones elementales se pueden usar para construir un método de calculo
de la matriz inversa bastante extendido. En esencia, una matriz cuadrada A tiene
inversa si y s6lo si A puede ser transformada en la matriz identidad mediante ope-
raciones elementales sobre filas. En efecto, como cada operacion elemental sobre las
filas se puede representar por una matriz elemental, concluimos que una matriz A
tiene inversa si y solo si existe una secuencia de matrices elementales Eq, Fo, ..., E}
tales que

EyEy_1---EsEWA=1.

Denotando el producto de estas matrices elementales como B, tenemos entonces
que BA = I, lo cual implica que B = A~!. Asi pues, para calcular la inversa
de una matriz A sélo necesitamos llevar un registro de las operaciones elementales
sobre filas usadas para transformar A en la identidad I. Esto se logra simplemente
aplicando las mismas operaciones elementales sobre filas a A y a I simultdneamente.
El procedimiento se puede resumir en los pasos siguientes:

1. Crear una matriz ampliada (A, I), donde A es la matriz n X n cuya inversa se
desea calcular e I es la matriz identidad n x n.

2. Usar operaciones elementales sobre filas en (A, ) para transformar A a la
forma escalonada, aplicando cada operacién sobre la matriz ampliada.

3. Silamatriz transformada de A en la forma escalonada tiene ceros en la diagonal
principal, parar (A no tiene inversa). Si no, continuar.

4. Usar operaciones elementales sobre filas en la matriz escalonada ampliada para
transformar la parte izquierda en la matriz identidad n x n, aplicando cada
operacion sobre toda la matriz ampliada.

5. La parte derecha de la matriz ampliada final es la inversa de A.

1 -2 1
Ejemplo. Calcular la matriz inversade A= | 2 2 2
3 —4 -3
1 -2 1|1 00 1 -2 1 100
Solucién. | 2 2 210 1 0 ~ 0 6 0|-210
3 -4 =310 01 Fr—F>—2F) 0 2 -6|-3 01
F3—F3—3F,
1 -2 1 1 00 1 -2 1 1 00
~ 0 1 o|-2 10 ~ 0 1 2 10
medn \ o 2 6| -3 0 1) "mome\ g —6 —2 _§ 1
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1 -2 1 1 0 0 100 —% 1%
~ 0o 10|-2 L1 o0 ~ 010 —5 =
Boegl \ 0 0 1| & 5 -5 /)7 00 1] £ & -

luego
15 1
-1 S B
A = R (1) y se comprueba que
B 1 5 1
1 -2 1 K OF 6 100
AAT =A"1A=( 2 2 2 -5 5 O0]=1010]|=1I
7 1 1
3 —4 -3 £ & -3 00 1

1.4. Sistemas de ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones lineales simultaneas aparecen frecuentemente en mul-
titud de problemas. La necesidad de contar con métodos eficientes para resolver tales
sistemas fue histéricamente una de las razones que impulsaron la introduccién de
las matrices, y esa necesidad todavia se da hoy dia, especialmente cuando se trata
de resolver sistemas grandes, con cientos de ecuaciones y variables.

1.4.1. Definicién

Llamaremos sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas a un conjunto de
m igualdades del tipo

a1121 + a12@2 + a1323 + - + a1y, = b1
2171 + a22%2 + 2373 + - - + a2y, = bo (1.8)
Am1T1 + 22 + @323 + - + Gy, = by,

Los numeros reales (conocidos) a;j, 1 < i <m,1 < j < n sellaman coeficientes
del sistema, los ntmeros reales b;, 1 < i < m son los términos independientes y las
xr1,T2,...,Ty, son las incognitas. Las incognitas en una ecuacioén lineal sélo aparecen
elevadas a la potencia unidad y estan multiplicadas inicamente por escalares cono-
cidos. Las ecuaciones no involucran productos de incégnitas, incégnitas elevadas a
potencias diferentes de uno o incognitas apareciendo como argumentos de funciones
trascendentes.

Para sistemas que contienen unas cuantas incégnitas es usual denotar a las va-
riables por letras distintas tales como x, y y z. Esta notacién claramente es poco
practica para sistemas que involucran cientos de incégnitas, de modo que en esos
casos se utiliza una sola letra que identifica todas las variables con diferentes subindi-

ces, tales como 1,2, ..., Ty.
Una n-tupla (aq, ag, . .., ay,) se dice que es una solucion del sistema si al sustituir
T1 — a1, To —> Q2, ..., Ty — Oy €N cada ecuacion del sistema, se verifican todas y

cada una de ellas.

21

ol= O o=



22 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

El conjunto de todas las soluciones del sistema se llama solucion general; una
solucién cualquiera se conoce como solucién particular.
Los sistemas se clasifican asi:

Determinado (Solucién tnica)
Indeterminado (Infinitas soluciones)
Incompatible (no tiene solucién)

Compatible (tiene solucién) {

Si by = be = --- = by, = 0 se dice que el sistema es homogéneo. Si algin
b; # 0 el sistema es inhomogéneo. Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que
son equivalentes si tienen la misma solucién general.

Veamos ahora unos cuantos ejemplos.
Ejemplo 1. El sistema

20 +3xy = 25
4y/x +siny = 50

no es un sistema lineal por varios motivos: contiene un producto zy de las variables;
contiene la incégnita x elevada a la potencia 1/2 y contiene la variable y como el
argumento de una funcién seno.

Ejemplo 2. El sistema de ecuaciones

r + 2y + =z = 1
3z — y + 2z = b
r + Yy + z = 3
r + y - z = -1

es lineal y resulta ser compatible determinado sélo cuando b = 15, siendo entonces
la solucién = = 3, y = —2, z = 2. Si b # 15, entonces el sistema es incompatible.
Para llegar a esta conclusion, basta con realizar las siguientes manipulaciones: de la
tercera ecuacién se tiene que = + z = 3 — y, que, sustituida en la primera ecuacion,
lleva a 3 —y+ 2y =1, y de aqui y = —2. Ahora, de la tercera ecuacién, z = 5 — ,
que sustituida en la cuarta, permite concluir que t —2—(5—x) = —1, 0 bienz =3y
de aqui z = 2. Por ltimo, sustituyendo estos valores en la segunda ecuacion, vemos
que ésta solo se verifica si b = 15.

Ejemplo 3. Dado el sistema lineal

r + y + z = 1
- + y — 2z =
2x + 3z = -1

al sumar las dos primeras ecuaciones se tiene la igualdad 2y—z = 3 o bien z = 2y —3,
que, sustituida en la primera ecuacién, da z =1 —y — (2y — 3) = 4 — 3y. Al sustituir
ahora en la tercera ecuacion, tenemos 2(4 — 3y) + 3(2y — 3) = —1, o sea, que ésta se
verifica idénticamente, con lo cual el sistema anterior es equivalente a

r + y 4+ =z =1
-r + y — 2z =
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el cual tiene como solucién general x = 4—3\, y = A, 2 = 2XA—3 con A € R cualquier
numero real. Se trata, pues, de un sistema compatible indeterminado (tiene infinitas
soluciones, una para cada valor de \).

Como ya se vio anteriormente, un sistema de ecuaciones lineales de la forma ([1.8))
se puede escribir matricialmente como

AX = B,
con
all a2 e A1n I b1
a1 ago e aon xZ9 b2
A= , X = , B =
am1 Am2 ... Gmnp Tn bm

Se dice que la matriz A m x n es la matriz de coeficientes, la matriz columna
n X 1 X es la matriz de incognitas y la matriz B m x 1 es la matriz del término
independiente. En muchas ocasiones es bastante util la nocién de matriz ampliada
(A, B) del sistema. Esta no es mas que la matriz de coeficientes a la que se afade
como columna adicional los términos independientes, es decir,

aill ai12 e A1n b1

asy aso e aon, bQ
(A7 B) =

Ami @m2 . Gmn | bm

1.4.2. Existencia de soluciones para un sistema lineal

Se tiene el siguiente resultado concerniente a los sistemas de ecuaciones lineales:
Teorema. Si X7 y X5 son dos soluciones diferentes del sistema AX = B, entonces
Z = aXi + X2 también es una solucién del sistema para cualesquiera niimeros
reales o y [ tales que a + 3 = 1.

La demostraciéon de este teorema es elemental. En efecto, si X1 y X9 son solu-
ciones de AX = B, entonces AX; = By AXs = B. En consecuencia,

AZ = A(OéXl + 6X2) = Oé(AXl) =+ B(AXQ) =aB + BB = (Oé =+ B)B =B
y asi Z también es solucién.

Como hay infinitas maneras de formar o + § = 1 (fijando « como un nimero
cualquiera ponemos 3 = 1 — «), de este teorema se sigue que una vez hemos identifi-
cado dos soluciones, podemos combinarlas para formar infinitas soluciones. Asi pues,
el nimero de posibles soluciones de un sistema de ecuaciones lineales es cero, uno o
infinito.

Estudiando el rango de la matriz de coeficientes A de un sistema y el de su matriz
ampliada (A, B) se puede demostrar el siguiente teorema de existencia de soluciones:
Teorema. El sistema AX = B es compatible si y s6lo si el rango de A es igual al
rango de (4, B).
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24 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

La demostracién de este resultado se llevard a cabo en el transcurso del tema
siguiente.
Ejemplo. Determinar si el sistema siguiente es compatible o no:

2r—-3y+z2z = -1
T—y+2z =
20 +y—32z =
Solucion. En este caso
2 -3 1 2 -3 1|-1
A= 1 -1 2 y (A/B)= 1 -1 2 2
2 1 -3 2 1 -3 3

Es facil demostrar que tanto el rango de A como el rango de (A, B) valen 3. Por tanto,
el sistema tiene soluciéon. Ahora bien, ;jcudntas soluciones tiene? Para contestar a
esta pregunta, haremos uso del teorema siguiente.

Teorema. Si el sistema AX = B es compatible y si el rango de A, r(A) = k, entonces
las soluciones del sistema se pueden expresar en términos de n — k pardmetros
arbitrarios, siendo n el nimero total de incégnitas en el sistema.

Asi, en el ejemplo anterior, como r(A) = r(A, B) = 3, las soluciones se pueden
expresar en términos de 3 — 3 = 0 parametros arbitrarios. Asi pues, la solucién es
Unica. Se puede comprobar que esta solucion es z =y =2, z = 1.

Los teoremas anteriores siguen siendo validos para sistemas homogéneos AX =
O. Como la estructura de dichos sistemas es bastante mas simple, podemos obtener
conclusiones para ellos que no son validas en el caso de sistemas no homogéneos. En
particular, un sistema homogéneo es compatible, ya que la solucién trivial X = O
es siempre una solucién de AX = O. Ademas, si el rango de A es igual al nimero de
incognitas, entonces la solucién es Unica y la solucién trivial es la tinica solucién. Por
otro lado, si el rango de A es menor que el niimero de incégnitas, podremos expresar
algunas de ellas en términos de otras arbitrarias, de manera que habrd infinitas
soluciones. En resumen,

Teorema. Un sistema homogéneo AX = O con n incégnitas admite soluciones no
triviales si y sélo si r(A4) < n.

1.4.3. Resolucién de un sistema de ecuaciones lineales

Si bien los teoremas anteriores permiten averiguar si un sistema lineal tiene o
no soluciones, no proporcionan, sin embargo, ningin procedimiento para calcular
explicitamente las soluciones del mismo. Vamos ahora a revisar brevemente dos de
ellos.

Aplicacién de la matriz inversa a la resolucién de sistemas Si la matriz de
coeficientes A del sistema AX = B es regular, entonces podemos multiplicar por la
izquierda para obtener

AN AX)=A"'B = (A'AX=4"'B = X=4'B
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Con esta férmula podemos hallar todas las variables del sistema al mismo tiempo.
Esta es la conocida regla de Cramer. Alternativamente,

S det A
7 det(A)

siendo A la matriz obtenida a partir de A remplazando la columna j por B.
Ejemplo. El sistema de ecuaciones

51+ 8xo +x3 = 2
200 +x3 = —1
dr1 + 320 — 23 = 3

se puede escribir en forma matricial como AX = B, siendo

58 1 1 2
A=(o02 1), X=|a2]|, B=| -1
43 -1 o 3

Aplicando los procedimientos de la seccién 3, se tiene que la matriz de coeficientes
A es regular y por tanto

T 5 —11 -6 2 3

rg | =X=A"'B=| -4 9 5 -1 =1 -2

T3 8 —17 —-10 3 3
y por tanto x1 = 3, 2 = —2, x3 = 3.

La invertibilidad de la matriz de coeficientes A no sélo proporciona una solucién
del sistema AX = B, sino que también proporciona los medios para mostrar que
esta solucién es la wnica solucién del sistema.

Teorema. Si A es invertible, entonces el sistema de ecuaciones lineales definido por
AX = B tiene solucién unica.

.Y qué ocurre si A no es regular o, mas en general, si A no es cuadrada? En
ese caso se trata de localizar en A un menor diferente de cero de orden igual al
rango de la matriz. Después pasaremos a trabajar con un sistema equivalente sin
las filas que no aparecen en el menor y tal que al otro lado de las igualdades estén
también las columnas que tampoco estén en el menor. Este sistema equivalente se
resolverda mediante la regla de Cramer.

Ejemplo. Para el sistema de ecuaciones

z+y+z—2t—4u = 6
2e+y—z+t—-3u = 1
r—2y+z—-5t+2u = 0
dr+3y+2—3t—11lu = 13

la matriz de coeficientes tiene rango 3 y la matriz ampliada tiene también rango 3;
el sistema es, pues, compatible, y las soluciones se pueden expresar en términos de
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26 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

5 — 3 = 2 parametros arbitrarios. Dado que el menor formado por las tres primeras
filas y las tres primeras columnas de la matriz de coeficientes

1 1 1
2 1 -1
1 -2 1

es distinto de cero, el sistema dado es equivalente a

r+y+z = 6+4+2t+4u
2r4+y—2z = 1—1t+4+3u
r—2y+z = 045t —2u

Ahora las variables t y u se toman como parametros arbitrarios, t = X\, u = u, y se
resuelve el sistema en las variables x, y, z por medio de la regla de Cramer, pues
la correspondiente matriz de coeficientes es invertible (su determinante es el menor
previamente identificado, el cual es distinto de cero). Procediendo asi, se llega a que
la solucién general es

=1+ X+ pu, y=2—-X+2u, z2=3+2\+u, t= A, U=

con A\, u € R.

Resolucion de un sistema por eliminacion gaussiana El método tradicional
de resolver un sistema de ecuaciones lineales es manipular las ecuaciones de manera
que las ecuaciones resultantes sean mas faciles de resolver y tengan las mismas
soluciones que las ecuaciones originales, es decir, transformar el sistema en uno
equivalente que sea mas facil de resolver. Tres operaciones que alteran las ecuaciones
pero no cambian sus soluciones son:

(i) intercambiar las posiciones de cualesquiera dos ecuaciones;
(ii) multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo;
(iii) sumar a una ecuacién el producto de un escalar por otra ecuacion.

Si adaptamos estas operaciones a la matriz ampliada del sistema (esto es, la matriz
formada por la matriz de coeficientes junto con la del término independiente), vemos
que no son mas que las operaciones elementales sobre sus filas.

La eliminaciéon gaussiana es un método matricial en cuatro pasos, centrado en
operaciones elementales sobre filas, para resolver ecuaciones lineales. Los pasos son:

1. Construir una matriz ampliada para el sistema de ecuaciones dado.

2. Usar operaciones elementales sobre filas para transformar la matriz ampliada
en una matriz en forma escalonada.

3. Escribir las ecuaciones asociadas a la matriz ampliada resultante.
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4. Resolver el nuevo conjunto de ecuaciones mediante la técnica de la ‘sustitucion
hacia atras’.

Dicho de otra forma, el método consiste en aplicar operaciones elementales sobre las
ecuaciones para encontrar un sistema equivalente al dado de forma que la incégnita
x1 aparezca solo en la primera ecuacién, la z9 en la segunda, etc. Es decir, se van
eliminando incégnitas en las ecuaciones.

Ejemplo 1. Vamos a analizar y resolver el sistema de ecuaciones lineales

T1+3x20+2x3—24 = 6
2x1 +Txg +3x3 —4xy = 15
r1+ 2o +223+x4 = 1

Realizando operaciones elementales en las filas de la matriz ampliada se obtiene
sucesivamente

1 31 -1] 6 1 3 1 -1 6 1 3 1 —-11]6
2 73 4|15 |, 0 11 =2 31, 011 =23 |;
11 2 171 0 -2 1 2| -5 0 03 —2]|1

por tanto, el sistema dado es equivalente al

T1 + 3x9 + a3 — x4 6
To+x3—T4 = 3
3:133—21‘4 =1

el cual es compatible indeterminado (los rangos de su matriz de coeficientes y de su
matriz ampliada son ambos iguales a 3). Haciendo z4 = 3A+1, con A € R pardmetro,
se tiene la solucién general:

x1=—11A—6, xzo=4XA+4, x3=2)A4+1, z4=31+1

Ejemplo 2. Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Tl + 229 — 223 =
—3x1 — bxo + 43
4x1 + Txo — bxs
2x1 + 4xo — 33 =

Il
=~ N~ =

Realizando operaciones elementales en las filas de la matriz ampliada se obtiene
sucesivamente

1 2 =211 1 2 =2 1

-3 -5 4|1 0 1 -2 4
4 7 5|2 |’ 0 -1 31 -2 |’
2 4 3|4 0 O 1 2
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1 2 =21 1 2 =211
01 -2|4 01 —-214
00 1(2 |’ 00 12 |’
00 12 00 010
por tanto, el sistema dado es equivalente al
1+ 2x9 — 223 = 1
To — 2x3 =
r3 =
que tiene solucion tnica: r3 =2, o = 8, r1 = —11.

1.5. Aplicaciones econémicas

1.5.1. Anadlisis de entrada—salida (input—output)

La macroeconomia es una rama de la economia que trata de los aspectos amplios
y generales de un sistema econémico, por ejemplo, las relaciones entre los ingresos,
las inversiones y los gastos de un pais en su totalidad. Se han desarrollado muchas
técnicas para tratar estos problemas en la macroeconomia. Discutiremos ahora uno
de los méas importantes.

Para introducir el modelo suponemos que el parlamento de un cierto pais de
economia muy desarrollada (por ejemplo, los Estados Unidos) ha aprobado una gran
disminucion en los gastos para construccion de carreteras. Si no se diera ademas un
aumento en otras inversiones, se esperaria una disminucién en los ingresos y en el
empleo. Por otra parte, supéngase que el gobierno aumentara sus gastos militares
en una cantidad equivalente a la disminucién en la construccion de carreteras. § Cual
serfa el cambio (si es que alguno tiene lugar) en los ingresos y el empleo?

La respuesta es compleja por el hecho de que la construccién de carreteras y
los proyectos militares usan el dinero de maneras distintas. Por ello, aunque podria
darse un aumento en los ingresos y en el nivel de ocupacién entre los trabajadores
de industrias como las fabricantes de aviones y barcos, eso podria no compensar
las pérdidas y el desempleo en el sector de las obras publicas y la construccién (al
menos a corto plazo). El problema radica en que en la economia de un pais como
Estados Unidos se producen muchos bienes y servicios altamente relacionados entre
si. Los aumentos o recortes en una industria se manifiestan frecuentemente también
en otras industrias.

Un modelo para analizar estos efectos fue desarrollado por el economista Wassily
W. Leontief en 1936. Tal modelo se llama andlisis de entradas y salidas o input—
output. Antes de describir en detalle este modelo presentamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1. Considérese un modelo muy simplificado de una economia en la que
se producen dos articulos: automéviles (incluyendo camiones) y acero. Cada ano se
da una demanda externa de 360000 toneladas de acero y de 110000 automoviles.
Aqui la palabra externa significa que la demanda proviene de fuera de la economia.
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Por ejemplo, si fuera un modelo de una porciéon de la economia de Espana, la de-
manda podria venir de otros paises (de tal manera que el acero y los automéviles se
exportarfan), de otras industrias en Espana y de empresas privadas.

Pero la demanda externa no es la tinica que se da en las dos industrias considera-
das. Se requiere acero para producir automoéviles. También se requieren automoviles
para producir automéviles, porque las plantas manufactureras de esos vehiculos re-
quieren coches y camiones para transportar los materiales y los empleados. De igual
manera, la industria del acero requiere acero (para su maquinaria) y automdviles
(para el transporte del producto y de los trabajadores) en su operacién. Asi que
cada una de las dos industrias en el sistema impone demandas a si misma y a la
otra industria. Estas acciones se llaman demandas internas.

En nuestro modelo simplificado, se puede suponer que la industria del acero

requiere i de tonelada de acero y % de automévil (o camién) para producir 1
tonelada de acero (es decir, se usa un automévil o camién en la produccién de 12
toneladas de acero). También la industria automotriz requiere de % tonelada de acero
y % de vehiculo para producir un automévil. La pregunta planteada por el modelo de
Leontief de entradas y salidas es entonces la siguiente: ;cuantas toneladas de acero y
cuantos automoviles se deben producir cada ano para que la disponibilidad de cada
uno sea igual a la demanda total?
Solucion. Sean x e y el nimero total de toneladas de acero y el nimero de automévi-
les, respectivamente, en cierto afo. Esto constituye la oferta (o lo disponible). Si,
por ejemplo, se requiere % de tonelada de acero para producir una tonelada de este
metal, se necesita entonces im toneladas de acero para producir x toneladas de acero.
Similarmente, se requiere %y toneladas de acero para producir y automoviles. Por
consiguiente, el total de la demanda interna en la industria productora de acero es
%x + %y, y la demanda total (sumando la demanda externa) es ix + %y +360000. De
manera andloga, la demanda total en la industria automotriz es %x + %y 4+ 110000.
Igualando la oferta con la demanda se obtiene el sistema

1 1

T = Za: + §y + 360000
-2 + ! + 110000

O D

o equivalentemente
3 1
—-r— -y = 360000
179y
1 8
- —y = 110000

2"ty

Resolviendo dicho sistema, llegamos a que z = 600000, y = 180000. Esto es, para que
la oferta sea exactamente igual a la demanda, se deben producir 600000 toneladas
de acero y 180000 automéviles. O

Ahora describimos el modelo general de Leontief de entradas y salidas. Supongase

que un sistema econdémico tiene n industrias. De nuevo, hay dos clases de demandas
en cada industria. Primero estd la demanda externa de fuera del sistema. Si el sistema
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es un pais, por ejemplo, la demanda externa podria ser de otro pais. En segundo
lugar estd la demanda de una industria sobre otra, dentro del mismo sistema.

Sea e; la demanda externa sobre la industria ¢. Sea a;; la demanda interna de la
industria j sobre la industria 7. De un modo méds preciso, a;; representa el nlimero
de unidades de producto de la industria ¢ necesarias para producir 1 unidad de pro-
ducto de la industria j. Sea x; la produccién de la industria ¢. Ahora suponemos que
la produccién de cada industria es igual a su demanda (es decir, no hay sobrepro-
duccién). La demanda total es igual a la suma de las demandas interna y externa.
Para calcular la demanda interna en la industria 2, por ejemplo, notamos que as; 21
es la demanda sobre la industria 2 por parte de la industria 1. Asi, el total de la
demanda interna sobre la industria 2 es

a21x1 + ag2x9 + - -+ + a2p, Ty,

De esta forma llegamos al siguiente sistema de ecuaciones, el cual se obtiene al
igualar la demanda total con la produccién de cada industria:

aj1x; +agre2 + -+ apTy +€1 = 21
ag1x1 + ag2r2 + -+ agpTy + €2 = T2
Ap1T1 + @p2x2 + - + AppTp + €5 = Tp

0, escribiéndolo de otra manera,

(1 —ai1)x1 —ajpxs — - —apx, = el
—ag1z1 + (1 —ag)ry — - —agzy, = €2
—p1T1 — A2 — -+ (L —app)zn, = ey

Muchas veces conviene escribir los nimeros a;; en forma de matriz A, llamada matriz
de tecnologia o también matriz de requerimientos directos. Se tiene asi

ail a2 - Qip

az; a2 - A2n
A=

Gpl QAp2 - Gpp

la cual es una matriz cuadrada. Obsérvese entonces que el sistema de ecuaciones
anterior se puede escribir de una manera mucho més simple como

(I-A)X=E

donde X es la matriz columna de las producciones x; y E es la matriz columna de las
demandas externas x;. La matriz I — A en este modelo se llama matriz de Leontief.

Suponiendo que la matriz de Leontief es invertible, la matriz de producciéon X
puede expresarse como

X=I-A)"E
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Esta forma de escribir la matriz de producciéon tiene algunas ventajas. La matriz de
tecnologia A es la matriz de las demandas internas, las cuales, en periodos relati-
vamente largos, permanecen fijas. Sin embargo, la matriz £ de la demanda externa
puede cambiar con cierta frecuencia. Normalmente se requiere mucho calculo para
obtener (I — A)~!, pero una vez obtenida esta matriz se puede encontrar la matriz
de produccion X correspondiente a cualquier matriz £ de demanda mediante una
simple multiplicacién de matrices. Si no se halla (I — A)~!, habria que resolver un
sistema de ecuaciones para cada matriz F.

Ejemplo 2. Supdngase que en un sistema econémico con tres industrias las de-
mandas externas son, respectivamente, de 10, 25 y 20. Considérese que a;; = 0,2,
ajp = 0,5, aliz = 0,15, a1 = 0,4, agy = 0,1, assy = 0,3, asl = 0,25, asy = 0,5 y
as3 = 0,15. Encontrar la produccién en cada industria para equilibrar con exactitud
la oferta con la demanda. Repetir el problema para unas demandas externas de 15,
20, 40.

Solucion. En este caso n = 3 y la matriz A de tecnologia esta dada por

02 05 0,15
A= 04 01 03
025 05 0,15

con lo cual la matriz de Leontief es
0,8 -0,5 —-0,15
I—A= —-0,4 09 -0,3
-0,25 —-0,5 0,85

Calculando su inversa, tenemos

278594 2,26497 1,29103
(I—A)"'=| 187992 291048 1,35896
1,92521 2,37818 2,35555

y asi, tenemos en el primer caso

1 2,78594 2,26497 1,29103 10 110,30
o | = | 1,87992 291048 1,35896 25 | = | 118,74
T3 1,92521 2,37818 2,35555 20 125,82
mientras que en el segundo caso, x1 >~ 139, xo ~ 141 y x3 ~ 171. O

1.5.2. Modelizacion lineal

Supongamos que la practica sugiere que una variable dependiente y es una fun-
cién lineal de k — 1 variables independientes 3, x3, ..., zg. Por ejemplo, la cantidad
demandada de un cierto bien del mercado y puede considerarse como una funcién
lineal del precio de este bien, xs, del precio de otros bienes que influyan sobre la
cantidad demandada de éste, x3,...,xr_o y de la renta de los consumidores, x_1.
Asi, podriamos escribir

y = P14+ Boxa + Bzxz+ - + Brai +u (1.9)
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32 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES

siendo u una variable que trata de dar cuenta del error existente en el modelo.

El problema que surge en la modelizacién econémica consiste esencialmente en
determinar el valor de los pardmetros desconocidos f31, ..., 8 de tal manera que los
errores en el modelo sean minimos, a partir de un nimero determinado de observa-
ciones muestrales del comportamiento en la realidad de las variables consideradas.

Supongamos que disponemos de n observaciones muestrales para cada una de las
variables que intervienen en el modelo, recogidas en n instantes del tiempo diferentes,
esto es, en términos matriciales disponemos de las siguientes matrices columna de
datos:

U1 I21 Tkl
Y = , Xo= s ey Xp =
Yn T2n Tkn

Entonces, para que se verifique la ec. ([1.9)), se deben satisfacer las n igualdades
Yi = B1 + Boxoi + Baxzi + - - + Brwri + ws, i=1,...,n,

igualdades que pueden reescribirse matricialmente como

() 1 xo1 ... TR B uy
= : A I I (1.10)
Yn 1 mon ... Tpnp Bk: Unp,
o simbdlicamente,
Y=XB+U (1.11)

donde Y y X son datos del problema, mientras que B y U son matrices, en principio,
desconocidas.

Una vez formulado el modelo observacional en la forma matricial o ,
es necesario introducir una serie de hipotesis adicionales sobre el comportamiento
de los distintos elementos del mismo (como por ejemplo que la matriz X tiene
rango k, para lo cual se debe suponer que n > k) para poder abordar el problema
de la estimacién de los valores de los pardametros ;. Si admitimos estas hipdtesis
subyacentes en el proceso de estimacién denominado de minimos cuadrados, se puede
comprobar que la “mejor estimacién” de la matriz B (en el sentido de minimos
cuadrados) viene dada por la expresién

B=XTx)"'xTy.
Sin profundizar mas en el modelo empirico aqui expuesto, nuestra intencién con la

inclusiéon del mismo es dejar patente las multiples aplicaciones que encuentran las
matrices en la Economia y, en este caso particular, en su construccion empirica.

Ejercicio. Supongamos que la demanda de un cierto bien del mercado y viene dada
como una funcion lineal del precio de este bien, x, segun la ecuacién

y=p01+ P+ u
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Ademsds, supongamos que conocemos los datos muestrales

10 6
20 3
v=|151], x=]|4
25 2
30 1

Estimar los valores minimos cuadraticos de 8y y 2, al igual que los errores generados
por esta estimacion. Finalmente, predecir la demanda de este bien que se tendra para
un precio del mismo de x = 7,5 (suponiendo el error que cometemos nulo).

1.6. Problemas

1.6.1. Operaciones con matrices

1. Dadas las matrices:

2 -5 1 1 -2 -3 0 1 -2
A‘<3 0—4)’ B_<0—1 5)’ C_<1 -1 —1)’

calcula 3A +4B — 2C.

2 -l 1 -2 -5
2. Sean A = 1 0 ],B= . Encuentra AB, BA, BBT,
3 4 0
-3 4
BTB.
. 1 3 . .
3. Dada la matriz A = 4 _3 ) encuentra una matriz columna U diferente

de cero de manera que AU = 3U.

Matrices cuadradas. Determinantes. Inversas.

-1 2 -3 2 1 -1
1. Halla la inversa de C' = 2 1 0|, D= 0 2 1
4 -2 5 5 2 -3
2. Eval'a el determinante de
bz i ; i ~1 8 8
A= 1 t4+1 =2 , B=

0 t_4 2 1 3 4
6 5 2 -1

100

3. Calcula la potencia n-ésima de la matriz A= 1 1 0

1 1 1

4. Demuestra que la matriz C' = ( cosa siia ) es ortogonal (C~! = CT)

—sina  cosa
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34 CAPITULO 1. MATRICES Y DETERMINANTES
5. Sean A y B dos matrices cuadradas, con A regular. Sabiendo que AB = BA,
demuestra que A~'B = BA~L.
6. Demuestra que toda matriz cuadrada se puede expresar como una suma de
una matriz simétrica mas una matriz antisimétrica
2 -2 —4
7. Demuestra que la matriz A es idempotente (A2 = A),siendo A= [ -1 3 4
1 -2 -3
8. Calcula los valores de m y n para que la matriz A verifique la ecuacién A? +
mA+nl =0, siendo A = ( ? ; >
9. Calcula las matrices X e Y que verifiquen el sistema
1 -2 2 1
2X—5Y—(0 1>, —X+3Y—<3O)
10. Calcula la matriz X en la ecuacion
1 1 -1 1 -1 3
X-12 1 0]=|14 3 2
1 -1 1 1 -2 5
1 1/p 1/p
11. Calcula AP, siendo A= 0 1 0
0 0 1
12. a) Construye la matriz A 2 x 2 teniendo a;; = (—1)**7. b) Construye la matriz
A 3 x 3 con a;; =i/j. ¢c) Construye la matriz D 3 x 4 teniendo
i+ J 1>
dj=4 0 i=j
i—7 i<j
13. Sean A y S dos matrices cuadradas, siendo S simétrica. Analiza si se verifica
que:
a) AT A es simétrica.
b) ATSA es simétrica.
c¢) A antisimétrica = A? simétrica.
14. Sean Ay B dos matrices cuadradas y simétricas. Demuestra que AB es simétri-
ca siy sélosi AB = BA.
1 00 0 0 1
15. Dadas lasmatrices A=| 0 2 0 | yB=| 0 2 1 | calcula las matri-
0 0 3 3 21

ces Py Q de manera que se cumpla: PQ =Ay P+ Q"' = B.
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16.

17.

18.

0 01 1 00
Dadas las matrices A=| 0 2 1 | yB=| 0 2 0 | calcula las matri-
3 21 0 0 3

ces Ry S de manera que se cumpla: RS =Ay R+ S~ = B.

Dadas las matrices A y B tales que B = P 'AP, siendo A simétrica y P
ortogonal, demuestra que B es simétrica.

Dadas las matrices A y B tales que B = PAP™!, siendo A antisimétrica y P
ortogonal, demuestra que B es antisimétrica.

1.6.2. Aplicaciones de las matrices a la Economia

1.

Una empresa, ademés de pagar a sus ejecutivos un salario extraordinario, a
manera de gratificacién anual, les da acciones de la compania. Durante el
ano 2000 el presidente recibié 8000 euros y 50 acciones, cada uno de los tres
vicepresidentes 4500 euros y 20 acciones y el tesorero 4000 euros y 10 acciones.
Se pide.

a) Expresar estos datos en términos de una matriz A.

b) Expresar el nimero de ejecutivos de cada rango mediante un vector co-
lumna 7.

¢) i Qué representa AZ?

La empresa IMAGE DEVELOPMENT COMPANY (IDC) fabrica en su planta
de Zaragoza tres tipos de televisores: de 14, 21 y 25 pulgadas. Los almacenes
principales se encuentran en Madrid, Barcelona, Vigo y Sevilla. Las ventas
durante el ano 2005 del almacén de Madrid se cifraron en 400,100 y 500 tele-
visores de 14, 21 y 25 pulgadas respectivamente; las del almacén de Barcelona
en 300, 150 y 400; las del almacén de Vigo en 100, 100 y 200; y las de Sevilla
en 200, 150 y 300. Los precios de venta de los televisores en 2005 fueron de
120 euros los de 14 pulgadas, de 300 los de 21 y de 500 los de 25 pulgadas. Se
pide:

a) Expresar estos datos en términos de una matriz A.

b) Expresar el precio de cada tipo de televisor mediante un vector columna

—

x.

¢) i Qué representa AZ?

. El almacén 1 de una cadena de 3 tiendas de electrodomésticos tiene 3 neveras,

5 hornos, 3 lavadoras y 4 secadoras en stock. El almacén 2 no tiene ninguna
nevera, pero si tiene 2 hornos, 9 lavadoras y 5 secadoras, mientras que el
almacén 3 tiene en stock 4 neveras, 2 hornos y ninguna lavadora ni secadora.
Presentar el inventario de toda la cadena en forma de matriz.

. El nimero de articulos estropeados servidos por la Compania de Colchones

S.A. desde todas sus plantas durante el ano pasado estd dado por la matriz de
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danos
80 12 16
50 40 16
90 10 50

Las filas pertenecen a sus tres plantas en Madrid, Tarragona y Zaragoza; las
columnas pertenecen a sus modelos regular, firme y extra-firme, respectiva-
mente. El objetivo de la compania para el ano siguiente es reducir en un 10 %
el niimero de colchones regulares danados servidos por cada planta, reducir en
un 20 % el numero de colchones firmes suministrados por su planta de Tarra-
gona, reducir en un 30 % el nimero de colchones extrafirmes danados servidos
por su planta de Zaragoza y mantener todas las demés entradas como el ultimo
ano. ;Cual serd la matriz de danos si todos los objetivos se cumplen?

. La tabla de precios para el vuelo Chicago-Los Angeles estd dado por P =

(200, 350, 500), donde los elementos de la matriz fila pertenecen, respectiva-
mente, a clase turista, clase de negocios y primera clase. El niimero de billetes
vendidos en cada clase para un vuelo particular estd dado por la matriz co-

lumna
130

N = 20
10

Calcular los productos PN y NP, y determinar el significado de cada uno.

. Los tiempos necesarios para que una compania produzca tres productos estan

contenidos en la siguiente matriz

02 05 04
T=| 12 23 1,7
08 3,1 12

donde las filas pertenecen a bases de lamparas, armarios y mesas, respectiva-
mente. Las columnas indican las horas de trabajo requeridas para cortar la
madera, pegar las piezas y pintar. El salario (por hora) de un carpintero para
cortar la madera, de un artesano para ensamblar las piezas y de un decora-
dor para pintar el producto estd dado por las entradas de la siguiente matriz
10,50
columna W = 14
12,25

a) Calcular el producto TW y explicar su significado.

b) Si el nimero de articulos a fabricar de bases de ldmparas, armarios y
mesas estd dado por la matriz fila Q = (1000 100 200), calcular el
producto QTW y explicar su significado.

1.6.3. Sistemas de ecuaciones lineales

1. Usa el método de eliminacién gaussiana para resolver los sistemas
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—3x +

2. Discute y resuelve en su caso los siguientes sistemas:

+ +

2z

3z

2t + 3y — 2z =0
a) 4z + 6y — =z = 0
8r + 12y — 3z = 0
Yy — 2z — 2t = 1
b) =« -z - t = =2
T + vy - 3t = -1
r + 4y + =z = b
¢) 3z — y + 2z = 1
2 — by + azx = -2
dr + 2y + =z = ax
d) 2v + 4y + 22 = ay
22 + 4y + 8z = az
1 + 3r9 + x3 — g = 6
e) 201 + Twxe + 3x3 — 4dxy = 15
1 + a2 + 223 + x4 = 1

Aplicaciones a la Economia

1. Un fabricante produce escritorios y estanterias. Los escritorios d requieren

un tiempo de 5 horas para cortar y 10 horas para ensamblar las piezas. Las
estanterias b requieren 15 min. para cortar y 1 hora para ensamblar. Cada dia
el fabricante tiene disponibles 200 horas de tiempo de personal para cortar y
500 horas para ensamblar. ; Cuantos escritorios y estanterias se pueden fabricar
cada dia usando toda la potencia de trabajo disponible?

. Una compania minera tiene un contrato para suministrar 70000 Tm de mineral
de bajo grado, 181000 Tm de mineral de grado medio y 41000 Tm de mineral
de alto grado. La compaiiia tiene 3 minas en explotacién. La mina A produce
8000 Tm de mineral de bajo grado, 5000 Tm de mineral de grado medio y 1000
Tm de mineral de alto grado en cada dia de explotacion. La mina B produce
3000 Tm de mineral de bajo grado, 12000 Tm de mineral de grado medio y
3000 Tm de mineral de alto grado por cada dia que esta en explotacion. Los
nimeros para la mina C son 1000, 10000 y 2000, respectivamente. ; Cudntos
dias ha de estar cada mina operando para satisfacer las demandas contractuales
sin producir un excedente?
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3. En una fabrica se produce queso y mantequilla. Para fabricar una unidad de

queso se precisan 10 unidades de leche y 6 horas de mano de obra. Para la
mantequilla se necesitan 5 unidades de leche y 8 horas de mano de obra por
unidad. Sabiendo que tenemos disponibles 100 unidades de leche y 110 de mano
de obra, calcular la produccion posible de queso y mantequilla, considerando
que utilizamos todo lo disponible.

. Supongamos un proceso generador de dos productos, los cuales deben pasar

por dos méaquinas A y B, consumiendo el primer producto 2 unidades de tiempo
(u.t.) de la primera y 5 u.t. de la segunda, y el segundo producto 4 u.t. de A
y 3 de B. Si el tiempo disponible es de 35 u.t. en A y 40 u.t. en B, determinar
si existe alguna produccién posible y en su caso obtenerla.

. El Ministerio de Economia en su departamento de transacciones exteriores ha

obtenido las relaciones que ligan el saldo de la balanza de mercancias (expor-
taciones menos importaciones de bienes), el de la balanza de servicios (idem
de servicios) y el de la de capital (entradas menos salidas de capital a largo
plazo) con tres variables bésicas como son la tasa de inflacién (), el tipo de
interés (r) y el tipo de cambio euro/ddlar (e), relaciones que se resumen en las
ecuaciones

SBM = — 300m + 10e
SBS = — 807 + Ge
SBC = 60r — 50 + be

;Cuales tendrian que ser los valores de las variables r, m y e si se desea que
este trimestre la balanza de mercancias tenga un déficit de 1000, la de servicios
un superavit de 200 y la de capital un superdvit de 12007

1.6.4. Modelos de Leontief

1. Consideremos una economia dividida en un sector agricola (A) y un sector

industrial (I). Para producir una unidad de A se necesitan 1/6 de unidades de
A y 1/4 de unidades de I. Para producir una unidad de I se necesitan 1/4 de
unidades de A y 1/4 de unidades de I. Supongamos que las demandas finales
en cada uno de los sectores son de 60 unidades.

a) Escribir el sistema de Leontief de esta economia.

b) Hallar el nimero de unidades que hay que producir en cada sector para
cubrir las demandas finales.

. Pablo, Jaime y Maria deciden ayudarse mutuamente para construir casas. Pa-

blo empleara la mitad de su tiempo en su propia casa y una cuarta parte de su
tiempo en cada una de las casas de Jaime y Maria. Jaime empleara un tercio
de su tiempo en cada una de las casas en construccién. Maria empleard un
sexto de su tiempo en la casa de Pablo, un tercio en la casa de Jaime y la
mitad de su tiempo en su propia casa. Por razones de impuestos, cada uno ha
de fijar un precio a su trabajo, pero ellos lo quieren hacer de manera que nadie
gane ni pierda dinero. Mostrad que el proceso de determinar los salarios de
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acuerdo con esas premisas es un modelo cerrado de Leontief conteniendo tres
ecuaciones homogéneas y encontrad después los salarios de cada persona.

. Consideremos cuatro paises del Tercer Mundo y supongamos que cada uno de
ellos produce un tipo de fruta diferente destinada a exportacion, y que cada
uno usa el dinero obtenido con la venta para pagar la importacién de las frutas
de los otros paises. El pais A exporta el 20% de su fruta al pais B, el 30 % al
pais C, el 35% al pais D y usa el resto de su fruta para consumo interno. El
pais B exporta el 10 % de su fruta al pais A, el 15% al pais C, el 35 % al pais D
y retiene el resto para sus propios ciudadanos. El pais C no exporta al pais A;
divide su cosecha por igual entre los paises B y D y su propia poblacién. El pais
D no consume su propia fruta, sino que la exporta toda, con un 15% yendo
al pais A, un 40 % al pais B y un 45 % al pais C. Mostrad que el problema de
determinar los precios de las cosechas anuales de fruta de modo que cada pais
no salga beneficiado ni perjudicado es equivalente a resolver cuatro ecuaciones
homogéneas con cuatro incégnitas y después hallad los precios.

. Consideremos un modelo input-output con tres sectores. El sector 1 es indus-
tria pesada, el 2 es industria ligera y el 3 es agricultura. Supongamos que los
requerimientos de input estdn dados por la siguiente tabla:

Ind. pesada Ind. ligera Agricultura
Unid. bienes ind. pesada 0.1 0.2 0.1
Unid. bienes ind. ligera 0.3 0.2 0.2
Unid. bienes agric. 0.2 0.2 0.1

y que las demandas finales de los tres bienes sean de 85, 95 y 20 unidades,
respectivamente. Escribe el modelo de Leontief del problema y encontrar una
solucién.

. Una versiéon muy simplificada de la tabla de entradas y salidas para la economia
de Israel en 1958 divide la economia en tres sectores, agricultura, manufacturas
y energia, con el siguiente resultado:

Agricultura Manufactura Energia
Agricultura 0.293 0 0
Manufactura 0.014 0.207 0.017
Energia 0.044 0.010 0.216

Las exportaciones (en miles de libras israelies) en 1958 fueron las siguientes:

Agricultura: 138213; Manufacturas: 17597; Energia: 1786

a) ;Cuédntas unidades de produccién agricola se requieren para generar una
unidad de produccién agricola?

b) Determina el total de libras israelies en productos agricolas, productos
manufacturados y en energia requeridos para activar este modelo de la
economia israeli y exportar los valores indicados de productos.
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1.6.5. Matrices de transicion

1. Uno de los temas que méas ha preocupado a los economistas es el estudio de la
distribucién de la riqueza. Supongamos que en un pais imaginario la poblacién
estd dividida en cuatro clases, A, B, C y D, de acuerdo con su riqueza (de
mayor a menor y segin algun criterio dado); una persona que se encuentra en
una determinada posicién en un momento dado puede ascender, mantenerse o
descender en el siguiente con probabilidades dadas por la matriz adjunta,

/A B C D
07 02 01 0
02 04 01 03
01 03 04 02
0 01 04 05

donde el elemento a;; la probabilidad de que un individuo que en un momento
dado pertenece a la clase j en el siguiente periodo pertenezca a la clase ¢. Se
pide:

gQw e

a) Sien el ano 2007 el 17 % de la poblacién pertenece a la clase A, el 24 % a
la B, el 30% ala Cyel 29% ala D, jcudl serd la distribucién en 20087
Ly en 20097

b) ;Cuadl fue la distribucién en 20067

2. En la comunidad de Murcia el 15% de las rentas familiares anuales en 2006
son inferiores a 12 000 euros, el 80 % estd comprendido entre 12 000 y 24 000
euros y el 5% restante supera esta cifra. Se sabe que ano tras ano, el 50 % de
las familias con renta baja permanece en dicho tramo, mientras que un 30 %
pasan a renta media y un 20 % a renta alta. De las familias con renta media,
un 60 % permanecen en este tramo, un 20 % pasan a renta baja y otro 20 %
a renta alta. Por tltimo, el 90 % de la familias con renta alta siguen siéndolo
mientras que el 10 % restante pasan a renta media.

a) ;Cual es el porcentaje de familias en cada uno de los tramos en 20077 ;Y
en 20087

3. Los obreros, dentro de la poblaciéon activa de un pais, se clasifican en dos
categorias profesionales: obreros especializados (x) y obreros no especializados
(y). Se sabe que:

» Cada trabajador activo tiene sélo un hijo.

= Los hijos de los obreros especializados se reparten en las dos categorias
segtin los porcentajes 60 % y 40 %.

» Para los hijos de los obreros no especializados estos porcentajes son 40 %,
60 %.

Se pide:
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a) Escribir el vector que representa las categorias profesionales de los obreros
del pais y plantear el modelo que representa la distribucion de esta fuerza
del trabajo del pais de generacién en generacién.

b) Si en 2000 hay 3 millones de obreros especializados y 6 de obreros no
especializados jcudntos habra en la siguiente generacién?
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ESPACIOS VECTORIALES

2.1. Introduccién. Vectores en el plano.

Supongamos que una tienda vende n bienes distintos. Cada mes anota el nime-

ro de unidades que hay de cada bien: v, v9,vs,...,v,. Conviene representar estas
U1
. . /U2
existencias por una fila (vy,va,v3,...,v,) 0 una columna
Un,

Un conjunto ordenado de ntimeros que se distingue no sélo por los elementos
que contiene, sino también por el orden en que estan dispuestos los elementos se
conoce como vector, o n-upla. Los vectores anteriores se llaman vector fila y vector
columna, respectivamente, y también pueden ser considerados como matrices fila
1 X n o matrices columna n x 1.

Los vectores se escriben en negrita o con flechas. Los ntimeros vy, v2, v3, ..., Uy
se llaman componentes o coordenadas del vector. El niimero de componentes da
la dimensién del vector.

El término coordenadas proviene de la representacion de los vectores respecto de
los ejes coordenados. Asi, los vectores de dimensién 2 se pueden representar en el
plano. Su primera componente coincide con la proyeccién del vector sobre el eje X
y se conoce también como coordenada x; su segunda componente o coordenada y
coincide con la proyeccién del vector sobre el eje Y.

2.2. Operaciones con vectores.

Dos vectores de la misma dimensién se dice que son iguales si sus componentes
son todas iguales.

Dados los vectores a = (a1,a2,a3,...,a,) y b = (b1,b2,bs, ..., b,), se definen las
siguientes operaciones:
suma: a+b = (a1 + by, as + be, a3 + bs, ..., a, + by).

multiplicacion por un escalar: aa = (aay, aag, aas, . .., aay).
diferencia: a — b = (a1 — by, a9 — ba, a3 — bz, ..., an — by).
El vector nulo es aquel que tiene 0 en todas sus componentes: 0 = (0,0,0,...,0).
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Si a y b tienen la misma dimensiéon y « y 3 son niimeros reales, el vector ca+ b
se conoce como combinacién lineal de los vectores a y b.

Ejemplo 1 Una tienda dispone inicialmente de 2 lavadoras, 3 frigorificos, 5 estufas
y 6 microondas. Al mes siguiente recibe 1 frigorifico, 2 estufas, 8 microondas y 5
lavadoras. ;Cudntos tendrd en total?

Solucién. a=(lavadoras, frigorificos, estufas, microondas)
ap = (2,3,5,6), a1 = (5,1,2,3), ap+a; =(7,4,7,9).
Propiedades

Si a, b y ¢ son vectores arbitrarios con la misma dimensién y «, 8 son nimeros
reales se cumple:

1. (@a+b)+c=a+ (b+c);
2. a+b=Db+a;
3.a+0=0+a=a;

4. a+ (—a) = 0;

5. (a+ B)a = aa+ fa;

6. a(a+b)=aa+ ab;

7. (aB)a=a(Ba);

8. la=a.

Ejercicio 1 Si 3 (z,y,2) +5(—1,2,3) = (4,1,3), calcular el vector (x,y, z).

2.3. Interpretaciéon geométrica de los vectores.

Es habitual representar un vector (o una matriz fila) (a,b) como una flecha (o
segmento dirigido) con punto inicial el origen de coordenadas y punto final el punto
(a,b) de R2. La flecha queda determinada por su direccién y longitud. Dos vectores
se dice que son iguales o equivalentes si tienen la misma longitud y estan sobre rectas
paralelas con el mismo sentido.

Ejercicio 2 Representar el vector que une los puntos (2,3) y (—1,1), un wvector
equivalente a él cuyo origen sea el punto (1,1) y un vector equivalente a ambos cuyo
origen sea el origen de coordenadas.

Las componentes de estos vectores coinciden con las proyecciones sobre el origen
de coordenadas del vector a = (—3, —2).
Se define la norma de un vector como su longitud:

a= (a1, a2,as,...,an) = |lal| = \/a%+a%+a§+---+a%.
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44 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Asi, por ejemplo, la norma del vector a = (-3, —2) es ||a|| = 1/(—3)% + (—2)2 = V/13.
En el caso de vectores de dimensién 2 la suma, diferencia y multiplicacién por
un escalar pueden representarse también graficamente de manera sencilla.
También pueden dibujarse los vectores de tres componentes en el espacio tridi-
mensional, cada una de las componentes correspondiendo en este caso a la proyecciéon
del vector sobre cada uno de los ejes coordenados.

Ejercicio 3 Dados los vectores a = (2,1,1) y b = (—1,1,2), calcular y dibujar:
a+b,a—Db, 2a, 2b.

2.4. Producto escalar. Propiedades. Vectores ortogona-
les.

Ejercicio 4 Considérese una tienda que dispone de 2 estufas, 2 cocinas y 3 neveras.
El precio de una estufa es 20 000 ptas, las cocinas valen 35 000 y las neveras 60 000
ptas. Si la tienda vende todos los electrodomésticos, scudnto dinero obtendrd?

Definicién 1 Se define el producto escalar de dos vectores a = (ay,az,as, ..., a,)
y b = (bi,ba,b3,...,b,) como el escalar que resulta de hacer las operaciones

a-b=ab +asby + -+ a,by,
Propiedades
l.a-b=b-a
2.a-(b+c)=a-b+a-c
3. a-(ab)=(aa)-b=a(a-b)
4. a-a>0, a-a=0siysélosia=0

Ejercicio 5 Pepe va a una fruteria y compra 3 kg de cerezas, 4 de peras, 3 de
naranjas y & de manzanas. Luis compra 2 de cerezas, 2 de naranjas y 3 de manzanas.
Se sabe que 1 kg de cerezas vale 120 ptas, 1 de peras 190 ptas, 1 de naranjas 80 ptas
y uno de manzanas 135 ptas. Se pide:

1. ;Cudl es el vector de compras de Pepe? ;Y el de Luis?
2. ;Cludl es el vector de precios?
3. ;Cudnto gasta cada uno de ellos?

4. Comprobar que se satisfacen las propiedades anteriores.

Teniendo en cuenta que al calcular el producto escalar de un vector consigo
mismo se obtiene el cuadrado de su norma, se observa que el producto escalar de
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dos vectores esta relacionado con sus normas y el angulo que forman. De hecho, el
angulo que forman dos vectores puede calcularse como:
a-b

cosf = ———
[all[|b]]

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0. En el plano y en el
espacio de dimensién 3 es facil comprobar que esto equivale a que los vectores son
perpendiculares entre si.

T

a-b<:>0059:0<:>9:§

Ejercicio 6 FEstudiar qué pares de vectores son ortogonales:
1.a=(1,2) y b=(-2-1).
2.a=(1,-1,2) y b=(-2,0,1).
Ejercicio 7 Calcular el valor de x para que los siguientes vectores sean ortogonales:

a=(z,z,—z—2,2) y b=(z112)

2.5. Espacios vectoriales. Definicion.

Una de las tareas basicas del analisis matematico consiste en identificar estruc-
turas fundamentales que aparecen con alguna regularidad en diferentes situaciones,
desarrollarlas en abstracto y aplicar después los resultados obtenidos a las diferentes
situaciones particulares. De este modo se pueden entender simultdneamente muchas
situaciones diferentes investigando las propiedades que rigen todas ellas. Las matri-
ces parecen tener poco que ver con los polinomios y éstos a su vez con los segmentos
orientados, pero resulta que todos ellos comparten caracteristicas fundamentales
que, una vez desarrolladas, proporcionan un mejor entendimiento.

,Cuadles son algunas de las propiedades fundamentales de las matrices, los seg-
mentos orientados, las n-uplas e incluso los polinomios? En primer lugar, se pueden
sumar; asi tenemos el concepto de clausura bajo suma: se tienen objetos definidos
en un conjunto particular y se establece una operaciéon de suma sobre esos objetos
de manera que el resultado es un nuevo objeto del mismo conjunto. En segundo
lugar, también se tiene el concepto de clausura bajo multiplicacion por un escalar.
Ademsds, estas operaciones tienen ciertas propiedades que ya hemos visto en el caso
de n-uplas y segmentos orientados.

Asi pues, hemos identificado rapidamente una serie de caracteristicas comunes.
Hay otras? Y lo que es mas interesante, jcudl es el nimero mas pequeno de carac-
teristicas que necesitamos identificar de modo que todas las demas se sigan a partir
de éstas?

Para empezar, creamos una nueva etiqueta, que aplicamos a cualquier conjunto
de objetos que tengan estas caracteristicas: espacio vectorial, y nos referimos a los
objetos de este conjunto como vectores. Después podemos mostrar que las matrices,
los segmentos orientados, las n-uplas, etc., son ejemplos particulares de espacios
vectoriales, de manera que los podemos denominar con el término mas general de
vectores.
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46 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Definicién 2 Un conjunto de objetos V = {a, b, c,...,} yde escalares{a,B,7,...}
junto con una operacion de suma vectorial + sobre los objetos y un producto por un
escalar - se dice que es un espacio vectorial si posee las siguientes diez propiedades:
Suma de vectores

1. ley interna: VabeV =a+beV

2. conmutativa: a+b=Db+ a

3. asociativa: a+ (b+c¢) = (a+b)+c

4. elemento neutro: existe un vector 0 € V tal quea+0=0+a=a
5

. elemento opuesto: para todo vector a € V existe un vector —a, llamado el
opuesto de a tal que a+ (—a) = (—a)+a =0

Producto por un escalar
6. ley externa: VaeVVaeR=aacV
7. a(fa) = (af)a = (aa) 8
8. elemento unidad: 1-a=a
9. distributiva respecto de la suma de escalares: (« + ) a = aa + Sa
10. distributiva respecto de la suma de vectores: a(a+ b) = aa+ ab

Si los escalares son nimeros reales, entonces V' es llamado un espacio vectorial
real.

Ejercicio 8 Sea V = {(az,y,z) ER3/x = 0}. Comprobar que tiene estructura de
espacio vectorial con la suma de vectores y el producto por un escalar de R3.

Ejercicio 9 Demostrar que el conjunto de matrices p X n es un espacio vectorial
con la suma de matrices y el producto por un escalar. Se denota por Mpyn,.

Trabajamos en primer lugar con el vector cero 0. ;Tiene las propiedades que uno
asocia normalmente con la palabra ‘cero’? Si multiplicamos el vector cero por un
escalar no nulo, jse obtendra de nuevo el vector cero? Si multiplicamos cualquier
vector por el nimero 0, jel resultado es el vector cero? La respuesta en ambos casos
es afirmativa, pero hay que demostrarlo a partir de la definicién de espacio vectorial.

= Para cualquier vectora e V, 0-a = 0.

= Para cualquier escalar o, o - 0 = 0.

s El opuesto de cualquier vector a € V' es unico.
= El vector cero en V es tnico.

= Para cualquier vectora eV, —1-a = —a.

» Para cualquier vector a € V, —(—a) = a.

= Sia-a =0, entonces o bien « = 0 o bien a = 0.

46



Matemdticas I 2.6. SUBESPACIOS VECTORIALES.

2.6. Subespacios vectoriales.

Para mostrar que un conjunto de objetos es un espacio vectorial, hemos de ver
que se cumplen las diez propiedades del espacio vectorial. Este proceso se puede
hacer més corto si el conjunto de objetos es un subconjunto de un espacio vectorial
conocido V. Entonces, en vez de las 10 propiedades sélo hemos de verificar dos: las
de clausura, porque las otras ocho se siguen inmediatamente de estas dos.

Definimos un conjunto no vacio S de un espacio vectorial V' como un subespacio
de V si S es un espacio vectorial bajo las mismas operaciones de suma vectorial y
producto por escalar definidas en V.

Teorema 2.6.1 Sea V un espacio vectorial y S C V; S es un subespacio vectorial
si y sélo si se verifican las dos propiedades siguientes (de clausura):

(i) Clausura bajo suma: sia € S yb € S, entoncesa+b € S.
(ii) Clausura bajo producto por escalar: sia € S y « es cualquier escalar, entonces

a-acs.

Ejemplo 2 Demostrar que el conjunto de las matrices matrices (2 X 2) con ceros
en la diagonal principal es un subespacio de Maxo.

Ejemplo 3 El conjunto S = {(z,y,2) € R® / y = 0} es un subespacio vectorial de
R3,

Ejemplo 4 El conjunto T = {(x,y,z) € R® / 2 =3} NO es un subespacio vectorial
de R3. (Fijémonos que el conjunto T no contiene al vector cero, por lo que no puede
ser espacio vectorial.)

En general, si un subconjunto de un espacio vectorial no incluye al vector 0 no puede
ser subespacio.
Un subespacio sencillo asociado con cualquier espacio vectorial es el siguiente:

Teorema 2.6.2 FEl subconjunto que contiene unicamente al vector cero es un subes-
pacio de todo espacio vectorial V.

Las dos condiciones especificadas en el teorema se pueden agrupar en una sola.

Teorema 2.6.3 S C V es un subespacio vectorial de V' si y sélo si para cualesquiera
dos elementos a,b € S y para cualesquiera dos escalares o, 3

aa+ Bb
también estd en S.

La expresion aa + Sb del teorema anterior es un caso especial de una combina-
cién lineal. Decimos que un vector v es una combinacion lineal de los vectores
{Vv1,ve, Vs, ..., v,} si existen escalares ay, g, ..., a, tales que

V=o1V] +aaVy + -+ apVy
con algin «a; # 0.

Ejemplo 5 Determinar si u = (1,2,3) es una combinacion lineal de vi = (1,1,1),
Vo = (2747 0)7 V3 = (0507 1)
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48 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

2.6.1. Variedad lineal.

Dado un conjunto de vectores S = {vi,va,Vvs,...,Vv,}, al conjunto de todas las
combinaciones lineales de estos vectores se le llama variedad lineal engendrada por
S. Se denota por L(S) o también por (vi,va,...,vy).

La variedad lineal engendrada por un conjunto finito de vectores tiene estructura
de espacio vectorial. Por tanto, si se tiene un espacio vectorial y se toma un conjunto
finito de vectores de este espacio, la variedad lineal engendrada es un subespacio
vectorial del espacio inicial. Asi, podemos crear subespacios simplemente formando
combinaciones lineales con unos cuantos vectores.

El conjunto de vectores que engendra una variedad lineal se conoce como sistema
generador.

Ejemplo 6 Considérese el espacio R®. Un sistema generador de este espacio viene
dado por el conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} porque cualquier vector (x,y,z) lo
podemos escribir como una combinacion lineal de ellos:

a=(z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) 4+ 2(0,0,1)

Si se toman dos vectores cualesquiera, por ejemplo (1,2,3) y (0,1,—1), el conjunto
de todas sus combinaciones lineales

04(1, 27 3) + /B(Oa 17 _1)

forma una variedad lineal, que es un subespacio vectorial de R3. Esta variedad lineal
determina un plano cuyo sistema generador son los vectores dados, y se denota por

((1,2,3),(0,1,-1))

Si se considera un unico vector ((1,2,—1)), la variedad lineal que engendra es una
recta que pasa por el origen.

2.6.2. Interseccion de subespacios.

Dado un espacio vectorial V' y dos subespacios U, W C V, el conjunto de los
vectores que pertenecen tanto a U y a W se conoce como el subespacio interseccién
U NW. Se puede demostrar que el conjunto U N W es un subespacio de V.

UNnW={veV/velUy veW}.

Se dice que dos espacios son disjuntos si su interseccién es unicamente el vector
cero UNW = {0}.

Ejemplo 7 Calcular la interseccion de los subespacios U = ((1,2,0),(0,—1,1)),
W=((2,1,-1)).
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Matemdticas I 2.6. SUBESPACIOS VECTORIALES.

2.6.3. Suma y suma directa de subespacios.

Dado un espacio vectorial V' y dos subespacios U, W C V, se define el subespacio
suma U + W como

U+W={veV/v=vi+vy vieUy voecW},

esto es, como el conjunto de todos los vectores de V' que pueden expresarse como
suma de un vector de U y un vector de W. Se verfica que U + W es un subespacio
vectorial de V.

Normalmente, si v € U 4+ W, ocurre que v se puede expresar como suma de
varios vectores diferentes, es decir, podemos escribir

vV=u +w y vV =1uz+ W3

conuy,us € U, wi,wy € W y u; # ug, wi # wa.

Diremos que el subespacio U + W es suma directa de U y W, v escribiremos
U @ W si todo vector de U + W se expresa de forma tinica como suma de un vector
de U y un vector de W. Los subespacios se llaman entonces independientes.

Se puede demostrar que dos subespacios U, W son independientes, esto es, se
tiene U & W si y s6lo si U N W = {0}.

Ejemplo 8 Calcular el subespacio suma de
U = {(x,y,z,t) eRYy=t= O}
W = {(x,y,z,t) eRYJy=t,z= 0}.
Comprobar si es suma directa.
Ejemplo 9
U = {(x,y,2) eR®/y =2}
W = {(z,y,2) €R3/x:y:z}.

Comprobar si es suma directa.

Subespacio suplementario

Dado un espacio vectorial V' y dos subespacios U y W, se dice que son suple-
mentarios si V = U @ W, es decir, los dos subespacios U y W han de ser disjuntos
e independientes.

2.6.4. Dependencia e independencia lineal.

La mayoria de los espacios vectoriales contienen infinitos vectores. En particular,
siu € V, entonces o - u € V para cualquier nimero real «. Por consiguiente, es
util determinar si un espacio vectorial puede ser caracterizado completamente sélo
con unos cuantos representantes. Si es asi, podemos describir el espacio vectorial
mediante esos representantes, y en lugar de escribir todos los vectores del espacio
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50 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

vectorial (que a menudo son infinitos) sélo escribimos los representantes. Entonces
usamos esos representantes para estudiar el espacio vectorial entero.

Uno de los principales objetivos del algebra lineal es la caracterizacion eficiente
de un espacio vectorial por medio de sus representantes, donde por “eficiente” en-
tendemos escribir tan pocos representantes como podamos. Nos dedicamos ahora a
determinar las propiedades que deben poseer esos conjuntos de representantes.

Un conjunto de vectores {vi,ve,vs,...,v,} de un espacio vectorial V' se dice
que es linealmente dependiente si existen escalares a, s, . . ., ay, no todos nulos tales
que

a1V + aavg + -+ + a, vy, = 0. (2.1)

Los vectores son linealmente independientes si el tnico conjunto de escalares que
satisface la ecuacién (2.1]) es el conjunto

ap =g =---=q, =0.

Para ver si un conjunto de vectores dado es linealmente independiente, escribimos
primero la ecuacién y preguntamos: ;para qué valores de los «; se satisface la
ecuacion? Claramente a; = ag = -+, = 0 es un conjunto apropiado. Si éste es el
unico conjunto de valores que satisface (2.1)) entonces los vectores son linealmente
independientes. Si existe un conjunto de valores no todos nulos, entonces los vectores
son linealmente dependientes.

Ejemplo 10 ;EI conjunto {(1,2),(3,4)} C R? es linealmente independiente?

Solucién: Si.
Las ecuaciones que definen las combinaciones lineales y la dependencia lineal son
similares, por lo que no es extrano que los dos conceptos estén relacionados:

Teorema 2.6.4 Un conjunto finito de vectores es linealmente dependiente si y solo
st uno de los vectores es una combinacion lineal de los demds.

No es preciso que cualquier vector en un conjunto dado sea combinacién lineal
de los demas si ese conjunto es linealmente dependiente, sino sélo que al menos uno
tenga esa propiedad.

Teorema 2.6.5 Si un conjunto de vectores S en un espacio vectorial V' es lineal-
mente independiente, entonces cualquier subconjunto de S también es linealmente
independiente.

Teorema 2.6.6 Si un conjunto de vectores S C V es linealmente dependiente, en-

tonces cualquier conjunto W C V que contenga a S, S C W también es linealmente
dependiente.

2.7. Base y dimension de un espacio vectorial.

Queremos caracterizar un espacio vectorial s6lo con unos cuantos de sus repre-
sentantes. Una propiedad que seria interesante tener es la posibilidad de expresar
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cada vector del espacio vectorial a partir de sus representantes, esto es, de combinar
representantes para generar todos los otros vectores. Los tinicos medios que tenemos
para combinar vectores es la suma de vectores y el producto por un escalar, de modo
que las Unicas combinaciones posibles son las combinaciones lineales.

Definimos un conjunto de vectores S C V como un sistema generador de V si
cualquier vector en V se puede escribir como combinacién lineal de los vectores de
S, es decir, V = L(S).

Si S es un sistema generador de V', S representa V completamente debido a
que todo vector de V' se puede obtener a partir de los vectores de S. Si requerimos
también que S sea un conjunto linealmente independiente, tenemos garantizado que
ningin vector de S se puede escribir como combinacién lineal de los otros vectores
de S. Asi, la independencia lineal asegura que el conjunto S no contiene vectores
superfluos.

Definicion 3 Una base de un espacio vectorial V' es un conjunto de vectores que
es linealmente independiente y a la vez genera V.

Asi pues, una base genera un espacio vectorial y tiene el menor niimero de vecto-
res necesario para generarlo, con lo que satisface todos nuestros requerimientos para
representar de manera eficiente un espacio vectorial dado.

Ejemplo 11 Base de R? = {(1,0),(0,1)}.
Base de R3 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Base de R* = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, ete.

En general, el conjunto de n-uplas de la forma

{e1 =(1,0,0,...,0), ey=1(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,0,0,...,0,1)}
es una base de R", llamada base candnica o standard.
Ejemplo 12 Encontrar una base del espacio vectorial de las matrices 2 X 2.
Ejemplo 13 Encontrar una base de los polinomios de sequndo grado.

Ejemplo 14 Demostrar que el conjunto formado por los vectores
3 6 0 -1 0 -8 10 base de M
3 —6 ) -1 0 ) 19 4 5 1 9 €S una oase ae 2% 2.

Un espacio vectorial V' es de dimension finita si tiene una base conteniendo
un numero finito de vectores. Un espacio vectorial de dimensién finita puede tener
diferentes bases. El hecho de que todas las bases hayan de tener el mismo niimero
de vectores es consecuencia del resultado siguiente:

Teorema 2.7.1 Si{vy,Vva,...,v,} es una base de un espacio vectorial V', entonces
cualquier conjunto conteniendo mds de n vectores ha de ser linealmente dependiente.
Por consiguiente, cualquier conjunto linealmente independiente de vectores en V' ha
de contener a lo sumo n vectores.
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52 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Este es uno de los principios fundamentales del algebra lineal:

Teorema 2.7.2 Cualquier base de un espacio vectorial de dimensién finita ha de
contener el mismo numero de vectores.

Como el nimero de vectores en una base para un espacio vectorial de dimensién
finita V' es siempre el mismo, le podemos dar un nombre: dimension de V.
Definimos la dimensién del espacio vectorial que sélo contiene al vector cero como

0.
Ejemplo 15 La dimension de R™ es n.

Como consecuencia inmediata del teorema 2.7.2] se obtiene uno de los més im-
portantes resultados del algebra lineal:

Teorema 2.7.3 En un espacio vectorial n-dimensional, cualquier conjunto de n+1
0 mds vectores es linealmente dependiente.

Ejemplo 16 El conjunto {(1,5),(2,—4),(—3,—4)} es un conjunto de 3 vectores en
R2; por consiguiente, es linealmente dependiente.

2.8. Componentes de un vector en una base. Cambio de
base.

Si B ={vi,Vva,...,Vv,} es una base de un espacio vectorial V', entonces B genera
V', por lo que cualquier vector de V serd combinacién lineal de los vectores de la
base, es decir,

V=q1V] +QaVy+ -+ a,Vy Vv eV

Se puede demostrar que los escalares aq, ao, ..., o, son unicos para cada vector v y
se llaman coordenadas de v en la base B. Asi pues, se tiene

g
(%)
V> ) +— (a1, 00,...,00)B
an / g
y el vector v se representa por la n-upla (aq, as, . .., a,) 5. (A veces, cuando estd claro

en qué base se trabaja, se suele prescindir del subindice B).

Ejemplo 17 Obtener las coordenadas del vector v = (7,2) € R? respecto a
(a) la base canonica C = {(1,0),(0,1)}

(b) la base D = {(1,1),(1,-1)}
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Solucién. (a) (7,2) = 7(1,0) + 2(0, 1), por lo que (7,2) = (7,2)c.

(b) (7,2) = 5(1,1) + 3(1,—1), de manera que (7,2) = (3,3) ;. m|

Observamos que las coordenadas del vector v con respecto a la base candnica es
el vector mismo. Este es siempre el caso para vectores en R™ con respecto a la base
candnica.

Si se toma otra base diferente B’ de V, las coordenadas de los vectores cambian,

ya que son los coeficientes de la combinacién lineal de los vectores de la nueva base.

Ejemplo 18 Dado el vector v = (7,3) € R2, encontrar sus coordenadas en la base
candnica y en las bases B = {(1,1),(1,-1)} y B’ ={(2,1),(-1,-1)}.

Solucién. En la base canédnica las coordenadas del vector coinciden con sus compo-

nentes.

(7,3):a(1,1)+6(1,—1):>{ tztg ;»{ s = (1.3)=(5.2);

(7,3):a(2,1)—|—ﬁ(—1,—1):>{ 73::2;_5 ;»{ gj — (1,3) = (4,1)

|

Ejemplo 19 Encontrar una base para el subespacio de R* generado por los vectores
{(1,1,-4,3),(2,0,2,2),(2,-1,3,2)}

Solucién. Se pueden escribir estos vectores como las filas de una matriz y estudiar

cuales son linealmente independientes aplicando operaciones elementales sobre las
filas:

1 1 -4 -3 1 1 -4 -3 1 1 —4
2 0 2 =2 ~ 0 -2 10 4 ~ 0 1 -5
2 -1 3 2) mom-or \0 -3 15 8 )P23R\o —3 15
Fy—F3—2F)

—4 -3

(0 1 —5 -2

F3—F3+3F; 9
Por tanto, {(1,1,—4,3 2 ,0,2,2),(2,-1,3,2)} es una base y la dimensién del
subespacio es 3. O

Ejercicio 10 Encontrar una base para el subesapcio de R* generado por los vectores
{(1,1,0,0),(0,0,1,2),(-2,0,2,2),(0,—-3,0,3)}.
Ejercicio 11 Encontrar las coordenadas del vector v = (2,—1,3) € R? en las bases
» B=1{(1,0,0),(2,2,0),(3,3,3)}

» B’ ={(1,0,0),(0,—1,1),(0,0,2)}.
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54 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

2.9. Aplicaciones econémicas

En modelos estaticos de equilibrio competitivo, el comportamiento de los agentes
economicos individuales puede ser descrito por un elemento del espacio vectorial R”.

Para verlo, tengamos primeramente en cuenta que cualquier economia individual
que intercambia con otras n productos diferentes puede ser descrita por n cantidades
reales

T1,X2y...,Tn

donde cada x; representa la cantidad intercambiada del bien ¢, con signo positivo si
es el resultado de su actividad productiva, o con signo — si esta cantidad corresponde
a bienes adquiridos por este agente como factor utilizado en la produccién o para su
consumo final.

Si estuviéramos estudiando el comportamiento de un consumidor, estas canti-
dades se podrian interpretar como aquellas cantidades de bienes consumidos por
el mismo (si tienen signo menos) o como las cantidades de diferentes trabajos que
oferta (si tienen signo mas).

Por consiguiente, en estos casos el conjunto R™ representard el conjunto de dis-
tribuciones posibles de intercambios para esta economia. Ademads, podemos definir
dos operaciones importantes sobre el conjunto de distribuciones de bienes:

(a) Suma: para todo (z1,z2,...,2,) € R™ (y1,y2,...,yn) € R™, definimos su
suma mediante la igualdad

(xlvaw")xn)+(y17y27"'7yn) - ($1+y17$2+y27-~7$n+yn) E]Rn

Noétese que, si todas las cantidades involucradas son positivas, esta operacion
describe la unién de ambas distribuciones de intercambios (bienes). Si alguna
cantidad de las que intervienen es negativa, entonces esta operacion nos indi-
cara el resultado neto de dos procesos de intercambio, obtenidos posiblemente
mediante el uso de algunos de los productos de un proceso como factores de
produccién en el otro o viceversa.

(b) Producto por un nimero real: para todo (x1,xa,...,2,) € R", definimos esta
operacion por

A (z1, 20, . xn) = (A1, Axe, ..., Axy) € R™

Noétese que esta operacion multiplica todas las cantidades de una distribucion
de bienes intercambiados dada por un factor de proporcionalidad comun .

Como ya hemos visto anteriormente, el conjunto de intercambios de esta economia,
R"™, con estas dos operaciones definidas, verifica una serie de propiedades que le
confieren la estructura de espacio vectorial real.

Ejemplo. Supongamos una situacién simplista en la que un individuo fabrica man-
tequilla, para lo cual necesita leche, consumiendo a su vez ropa y otros comestibles
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agregados en un solo bien. Esta economia individual podria ser descrita por el espa-
cio vectorial R?*, esto es, cada combinacién de intercambio para estos bienes podria
venir determinada por

(:131, x9,T3, LU4) S R4,

representando x; mantequilla, zo leche, x3 ropa y x4 otros comestibles, medidos en
unidades apropiadas. Posibles distribuciones de estos bienes podrian ser (10, —20, 5, 50)
0 (20,10,0,15) € R*. En este caso, el resultado neto de ambos intercambios vendria
dado por la operacién suma:

(10, —20,5,50) + (20, 10,0, 15) = (30, —10, 5, 65).

Por otro lado, si la intencién de este individuo es aumentar en un 20 % las cantidades
intercambiadas en el primer proceso, los nuevos intercambios pueden venir dados por
la operacién multiplicacién por un nidmero real:

1,2-(10,-20,5,50) = (12, —24,6,60) € R*

2.10. Problemas

1. Determina si los conjuntos siguientes son espacios vectoriales bajo las opera-
ciones que se indican:

a) El conjunto de las matrices cuadradas 2 x 2 con la suma de matrices y la
multiplicacién por un escalar.

b) El conjunto de las matrices reales triangulares inferiores 3 x 3 de la forma

o = O
= o O

1
a
b

con la suma matricial y la multiplicacién por un escalar.

c¢) {(a,b) € R*/a + b = 2} con la suma y la multiplicacién por un escalar
estandar.

2. Muestra que el conjunto de soluciones de la ecuacién matricial AX = O,
donde A es una matriz p X n, es un subespacio de R™. Mostrar también que
el conjunto de soluciones de la ecuacién AX = B no es un subespacio de R"
cuando B # O.

3. Consideremos los vectores de R3 @ = (1,-3,2) y @ = (2,—1,1). a) Escribe
(1,7,—4) como combinacién lineal de @ y ¢. b) Escribe (2, —5,4) como combi-
nacién lineal de 4 y ©. ¢) {Para qué valores de k es (1,k%,5) una combinacién
lineal de @ y ¢7

4. Estudia si el conjunto de vectores S = {(2,1,0),(3,1,1),(3,2,—1)} forma un
sistema generador de R3. Si no es asi, determina el subespacio que genera.
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56 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES
5. Enccuentra un sistema generador del subespacio de R* definido por
{(z,y,2,t) € R*: o + 22 — 3t + 2y = 0}.
6. Determina si los siguientes conjuntos son bases de R3:
a’) {(2’ 1’ 1)7 (27 27 1)7 (27 27 _1)}
b) {(1727 1)7 (1’37 1)7 (1747 1)7 (175? 1)}
7. Encuentra una base para L(.S), donde S viene dado por:
a) S={(0,1,1,1), (1,0,0,1), (—-1,1,1,0), (1,1,0,1)}
b) S={(1,0,-1,1), (3,1,0,1), (1,1,2,-1), (3,2,3,-1), (2,1,0,0)}
8. Halla una base del subespacio S = {(x,y,2) € R® : z +y = z}.
9. Dado el conjunto de vectores {(1,1,1),(—-2,1,0),(—1,0,1)}, ;son linealmente
independientes? ;Son base de R3?
10. Dados los subespacios S = ((1,0,1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,0)) y
T =((1,0,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,0)), caracteriza los subespacios S+T1"y SNT.
11. Sean S = ((2,0,2),(0,2,0),(-1,0,-1)) y T = {(z,y,2) e R}/ z—y=0}
variedades lineales en R3. Se pide:
a) Encuentra las ecuaciones de la variedad S, una base y su dimensién.
Encuentra también una base y la dimensién de 7.
b) (Pertenece el vector ¥ = (4,—2,4,) al subespacio S? Si es asi, da sus
coordenadas en funcién de la base encontrada anteriormente.
¢) Calcula SNT y S+ T dando una base de cada uno de ellos.
12. Calcula:
a) L1 N Ly, siendo Ly = {(z,y,2,t) ER* : 2 =y=2=t}y
Ly ={(z,y,2,t) ER* : z=2,y=t}.
b) LN Ls, siendo L3 = {(z,y,2,t) € R* : y=2x, t =22}
¢) Complementario de Lg.
d) Complementario de Ly, siendo Ly = {(x,y,2,t) € R* : 2y + 3z = 0}.
e) Indica si la suma es directa en cada uno de los casos siguientes: Lj + Lo,
Ly + L3, Lo+ L3, Ly + Ly.
13. Dados los subespacios vectoriales

Ly ={feR') zy+a3=m20=—24}, Lo={((1,0,0,-1))
determina:

a) LN Ly jSon suplementarios?
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b) Li+ Ly
¢) dim Ly, dim Ly

d) Comprueba que L; es un subespacio vectorial de R*

14. Dados los subespacios vectoriales del espacio vectorial de las matrices cuadra-
das 2 x 2 con coeficientes reales

{5 ) o) (%) fraeen)

calcula la dimensién y una base de Hy, Ho, Hi + Ho, H1 N Ho.

15. Sea S = ((1,1,-1),(2,0,1),(1,—1,2)) una variedad lineal en R3. Se pide:

a) Calcula una base y la dimensién de S.

b) Encuentra las coordenadas del vector v = (5,3,—2) respecto de dicha
base.

¢) Sea H = {(a, B, + ), «, B € R}; encuentra una base y la dimensién de
H.

d) Calcula SN H, dando una base y su dimensién. Calcula S+ H. {Es suma
directa? ;Por qué?

16. Dados los espacios vectoriales F = {(z,y,2) e R¥/z =y ==z} y
G =((1,0,-1),(0,1,-1),(1,-1,0)) :

a) Prueba que son subespacios de R3.
b) Prueba que F @ G = R3.

17. Calcula las coordenadas de los vectores de R? (1,2,4) y (2,3, —1) respecto de
la base {(1,0,0),(0,2,1),(0,0,—1)}

a) ;Son linealmente independientes los vectores (1,1,4), (0,2,1) y (3,1,9)?

b) Dado el vector con coordenadas (3,2, 1) en la base {(1,0, 2),(0,2,1),(1,2,0)},
determina sus coordenadas en la base {(3,0,4),(0,3,4),(3,4,0)}.

18. Sea S = ((1,1,1,1),(1,0,1,0),(1,-1,1,-1),(0,1,0,1)) una variedad lineal
en R?. Se pide:

a) Encuentra las ecuaciones de dicha variedad, una base y su dimensién.

b) (Pertenece el vector ¥ = (4,—2,4,—2) a dicho subespacio? Si es asi, da
sus coordenadas en funcién de los vectores dados.

19. Sean S = {(z,y,2) eR*:zx =2} y T =((1,2,3),(3,2,1),(1,0,—1)). Se
pide:

a) Demuestra que S es subespacio vectorial de R3.
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58 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

b) Da una base y la dimensién de S’y T.

¢) ;Pertenece el vector (1,1,1) a S7

20. En R? se consideran los subespacios vectoriales

H = {(z,9,2) €R®:z+y=0,2+2=0}
Hy, = {((1,1,0), (0,1,1))

a) Justifica que Hs es, efectivamente, un subespacio vectorial de R3. Calcula
el valor de a para que el vector (2, a,2) pertenezca a Hs.

b) Calcula el subespacio vectorial H; N Hs. ;Cudl es la dimension del subes-
pacio vectorial H;+H,? ;Es suma directa? ;Se verifica que Hy®Hy = R3?

2.11. Aplicaciones de los vectores a la Economia

1. Una compania petrolera puede convertir un barril de crudo en tres clases distin-
tas de combustible. Sin aditivos de plomo sus producciones de las tres clases de
combustible a partir de un barril de crudo vienen dadas por el vector (2,2,4).
Con el méaximo de aditivos de plomo permitidos legalmente las producciones
son (5,0, 3) . Supongamos que los efectos de los aditivos de plomo son propor-
cionales, es decir, que al usar una fraccién 6 del maximo permitido (0 < 6 < 1)
se tiene la produccién (1 —0)(2,2,4) + 6 (5,0,3).

a) ;Es posible que la compania produzca los siguientes vectores:

5 7 9119
21, - o= 1,6,9)?
a’) <27 72>7b) (2737 6>7C)( 7679)

b) En caso afirmativo, jqué proporciéon de aditivos de plomo legalmente
permitido hay que usar en cada caso?

2. Una compania constructora almacena tres mezclas bésicas A, B y C. Las can-
tidades se miden en gramos y cada “unidad” de la mezcla pesa 60 gr. Pueden
hacerse mezclas especiales de argamasa efectuando combinaciones de las tres
mezclas basicas. Por ello, las mezclas especiales posibles pertenecen al espacio
generado por los tres vectores que representan las tres mezclas basicas. La
composicién de éstas es:

A|B|C
Cemento | 20 | 18 | 12
Agua 10 | 10 | 10
Arena 20 | 25| 15
Grava 10| 5 | 15
Tobas 0|28

a) ;Es posible hacer una mezcla que contenga 1000 gr. de cemento, 200 de
agua, 1000 de arena, 500 de grava y 300 de tobas? ;Por qué? Si se puede,
jcuantas unidades de cada mezcla basica se necesitan para esta formula?
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b) Supdngase que se desean hacer 5400 gr. de argamasa de manera que
contenga 1350 gr de cemento, 1675 de arena y 1025 de grava. Si la razén
de agua con cemento es de 2 a 3, jqué cantidad de tobas debe utilizarse
para obtener los 5400 gr de argamasa? ;Se puede formular ésta como una
mezcla especial? Si es asi, jcudntas unidades de A, B y C se necesitan
para formular esta mezcla especial?

3. El senor Oriol cuenta, entre las muchas empresas que integran su holding, con
una que se dedica a la fabricacion de televisores, Oriol TV S.A., en la cual se
producen cuatro tipos de articulos:

Gama alta: TV 14”7, TV 18”
Gama baja: TV 147, TV 18”.

Con el fin de realizar una prevision de ventas para el ano proximo, ha encargado
a la consultoria PRIVASA un estudio de mercado. Los resultados del andlisis
fueron los siguientes:

Gama alta: Ventas de TV 14” (A4;) = 100N + 218E
Gama alta: Ventas de TV 18” (Az) = 90N + 153E
Gama baja: Ventas de TV 14”7 (B;) = 300E

Gama baja: Ventas de TV 18” (Bg2) = 500F,

siendo N el nimero de familias con renta anual superior a los 24000 euros y
FE el nimero de grandes almacenes en los que se comercializan los productos.
Se pide:

a) Construye el vector de nivel de ventas de los cuatro articulos y comprueba
que el conjunto de esos vectores constituye un subespacio vectorial de R?,

b) Calcula la base del subespacio de R* generado por el vector formado por
el nivel de ventas de los cuatro articulos.

¢) Interpreta la dimensién de dicho subespacio.

d) ¢En qué condiciones las ventas de los cuatro productos serdn nulas?

4. Supongamos un pais en el que el gobierno fija politicamente los precios del
pan, de la carne y de la gasolina, estando estos precios relacionados por:

P.=100P,, P,=10P,

siendo P,, P, y P, respectivamente las variaciones de precios del pan, de la car-
ne y de la gasolina con respecto al periodo anterior. Comprueba que el conjunto
de vectores de variaciones de precios administrados es un subespacio vectorial
de R?. ObtEn una base y la dimension. ;Qué interpretacién econdmica se le
puede dar a la dimensién?

5. Sabemos que en un pais existen multitud de tipos de interés y también que en
los libros de economia se habla sélo del tipo de interés a secas. Consideremos
tipos de interés reales (nominales menos la tasa de inflacién) y la economla de
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la eurozona; para no hacer interminable la lista, tomemos cuatro de los més
conocidos: el tipo de interés del mercado interbancario a un mes, el rendimiento
interno de obligaciones privadas, el de los pagarés del tesoro a un ano y el de
las obligaciones, y denotémoslos por IM, ROB, RP y ROFE, respectivamente.
Esto nos permite definir un vector de tipos de interés reales dado por

R = (IM,ROB, RP, ROE).

De una cuidadosa observacién de los distintos tipos vemos que estan relacio-
nados por:

ROB =1,6IM, RP=0,75ROB, ROE =14IM
Se pide:

a) ;Podemos decir que los vectores de tipos de interés reales forman un
subespacio vectorial de R*?

b) En caso afirmativo, calcilese su dimensién y una base.

¢) (Consideras que la abstracciéon de los libros de economia es excesiva o
que por el contrario no se pierde ninguna informacioén trabajando con un
unico tipo de interés? Si podemos trabajar con uno solo, ;jcambian algo
los resultados al tomar diferentes tipos?

. Sea el subespacio vectorial

V = {(w,t4,t;, P,GP)/P = w, tq+1; = GP}

donde w es el crecimiento de los salarios nominales, t; es el crecimiento de
los impuestos directos, t; es el crecimiento de los impuestos indirectos, P es el
crecimiento de los precios y GP es el crecimiento del gasto publico. Se pide:

a) Demuestra que V es efectivamente un subespacio vectorial.

b) Calcula una base y la dimensién. Dale una interpretaciéon econémica.

. En una economia hay cinco variables basicas: variacién de precios (p), variacién

de la cantidad de dinero (m), variacién de renta (y), variacién de impuestos
(t) y variacién de gasto publico (g), componentes del vector en que se fijan los
distintos agentes econémicos:

(p,m,y,t,g) € R®

Los agentes de la economia se dividen en dos grandes grupos: el sector privado,
cuyas creencias sobre la evolucién de las cinco variables clave de la economia
se resumen en

(0,22 + 2,0,2x + 2,0,0,8x,2), z,z€ R

mientras el otro gran grupo, el sector publico, cree que estas variables estan
ligadas por

By + 8,7, 0,0), o, 8,7 €R,
significando las cinco coordenadas de cada subespacio las arriba indicadas. Se
pide:
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a) Demostrar que las creencias de cada grupo constituyen un subespacio
vectorial de R>.

b) Sila evolucién de la economia viene dada por la suma de los dos tipos de
creencias, obtEnla.

¢) ¢Tienen en comin ambos grupos alguna creencia?

8. Una empresa de fabricacién de ordenadores personales ofrece en el mercado dos
productos, el ‘siper’ y el ‘extra’. Los costes totales en que incurre la empresa
vienen dados por la expresion

CT = 2qs + 2qe,

siendo ¢s v g las cantidades producidas de ordenadores ‘stiper’ y ‘extra’, res-
pectivamente. Por otra parte, en la fabricacién se emplean dos clases de tecno-
logia: nacional y extranjera. La empresa sabe que para producir un ordenador
super necesita emplear tres componentes nacionales y dos extranjeros, mientras
que para producir un ordenador extra necesita tres nacionales y un extranjero.
Se pide obtener los costes totales de la empresa en funcién de las dos clases de
tecnologia empleadas. Suponed que los componentes nacionales son un vector
de la forma (C'N,0), mientras que los extranjeros vienen dados por (0,CE).
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Capitulo 3

APLICACIONES LINEALES

3.1. Funciones.

Relaciones entre objetos suceden a menudo en las interacciones de la vida dia-
ria, y si las matematicas tienen como objeto modelar o explicar esas interacciones,
entonces han de tratar las relaciones. En el comercio hay relaciones entre trabajo
y produccién, entre produccién y beneficio, y entre beneficio e inversion. En Fisi-
ca hay relaciones entre fuerza y aceleracion, y entre masa y energia. Necesitamos,
por consiguiente, estructuras matematicas para representar relaciones. Una de esas
estructuras es la funcion.

Diremos que una funcion es una regla de correspondencia entre dos conjuntos,
llamados habitualmente conjunto inicial o dominio y conjunto final, que asigna a
cada elemento en el dominio exactamente un elemento (no necesariamente diferente)
en el conjunto final.

La imagen de una funcién es el conjunto de todos los elementos del conjunto
final que estan relacionados con elementos del dominio mediante la regla de corres-
pondencia.

Un elemento y del conjunto final estd en la imagen solo si existe un elemento x
en el dominio tal que a x se le asigna el valor y mediante la regla de correspondencia.

El dominio y el conjunto final de una funcién pueden ser cualquier tipo de conjun-
to, mientras que la regla de correspondencia puede ser especificada mediante flechas,
tablas, férmulas o palabras. Si nos restringimos a conjuntos de nimeros reales y re-
glas de correspondencia dadas por ecuaciones, tenemos las funciones comtunmente
estudiadas en calculo.

Siempre que tengamos dos conjuntos numéricos y una funcion f relacionando el
elementos arbitrario x en el dominio con el elemento y en la imagen mediante una
ecuacién, decimos que y es una funcién de x y escribimos y = f(x). En general, la
ecuaciéon S = f(N) es una forma simbdlica de escribir la siguiente frase: ‘tenemos
una funcién que consiste en dos conjuntos de ntimeros y una ecuacién, donde N y
S denotan elementos en el dominio y en el conjunto final, respectivamente’. Si el
dominio no se especifica, se supone que son todos los niimeros reales para los cuales
la regla de correspondencia tiene sentido.

Cuando se tiene una regla de correspondencia definida mediante la férmula f(x),
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entonces se obtiene el elemento del conjunto final asociado a un valor particular de
x simplemente sustituyendo = por el valor particular en la férmula.

Ejemplo 20 foRo— R;} f(x) = 22

T o T
. f- Q — R — /72
Ejemplo 21 v s VAT flx)=vVx2+1

3.2. Aplicaciones lineales.

Dos sinénimos de la palabra funcion usados frecuentemente son aplicacion y
transformacion. En célculo elemental, el dominio y el conjunto final estan restrin-
gidos a subconjuntos de nimeros reales y se usa exclusivamente la palabra funcion.
En algebra lineal, el dominio y el conjunto final son espacios vectoriales y se prefiere
usar las palabras transformacién y aplicacion.

Una transformacion T es una regla de correspondencia entre dos espacios vecto-
riales V 'y W, que asigna a cada elemento en V' exactamente un elemento (pero no ne-
cesariamente diferente) en W. Tal transformacién se denota mediante 7' : V. — W.
Escribimos w = T'(v) si el vector w € W estd relacionado con el vector v € V
mediante la regla de correspondencia asociada con T'.

La imagen de T es el conjunto de todos los vectores de W que estan relacionados
con vectores de V bajo la regla de correspondencia. Asi, w estd en la imagen de T
si y solo si existe un vector v € V' tal que w = T'(v).

Definicion 4 Una aplicacion T : V. —> W es lineal si para cualesquiera dos esca-
lares o, B y cualesquiera dos vectores u,v € V se verifica la siguiente tgualdad

T(au+pv)=aT(u)+ T(v) (3.1)

Sia = =1, entonces T(u+v) =T(u) + T (v); si B =0, entonces T'(au) =
aT(u).

La parte izquierda de es la transformacion de la combinacion lineal cu+ v
del espacio vectorial V' en el espacio vectorial W. Si T es lineal, entonces el resultado
de transformar au+ gv en W es el mismo que transformar por separadouy v en W
(T'(u), T(v)) y después formar idéntica combinacién lineal con T'(u) y T(v) en W
a la que tenfamos en V con u y v. Las combinaciones lineales son fundamentales en
los espacios vectoriales, ya que involucran las inicas operaciones (suma y producto
por escalar) cuya existencia estd garantizada en los expacios vectoriales. De todas
las posibles transformaciones, las aplicaciones lineales son aquéllas que preservan
las combinaciones lineales.

Ejemplo 22 Determinar si la transformacion T : V. — V definida por T(v) = kv
es lineal, siendo k un escalar.

Ejemplo 23 Sea T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z,x + y,x — y). Demostrar
que es una aplicacion lineal.
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Solucién:
u=(z1,y1) =T (u) = (z1,21 +y1,21 — Y1)
v = (x2,y2) = T (v) = (2,22 + Y2, T2 — Y2)
utv = (71 + 22,91 +y2) = T (0 +v) = (21 + 22,71 + T2 + Y1 + Y2, 01 + T2 — Y1 — Y2)

s T(u)+T(v) = (z1,21 +y1, 21 —y1) + (2,22 + Yo, 22 — Yo) =
=(x1+xo,v1+z2+y1 +y2, 21 +22—y1 —y2) =T (u+v)

v au = (axy,ay1) = T (au) = (ax1, ary + ayp, oy — ayy)

aT (u) = a(zr, 21 +y1, 21 —y1) = (azr, o (x1 +y1),a(x1 —y1)) =T (au).
O

R3 — R2
—

e T
Ejercicio 12 Dada (2,9, 2) (27 +y, 3y — 42)

}, demostrar si es 0 no
una aplicacion lineal.

RZ — R?

Ejercicio 13 Sea
! (z,y) — (2%

) }; ses una aplicacion lineal?
T: Maxo — R

Ejercicio 14 Dada A Ly det A

}, demostrar si es 0 no una aplica-

cion lineal.

T: MQXQ — R

A —> trA
lineal, siendo trA =" a;, la suma de los elementos de la diagonal principal de la
matriz A.

Ejercicio 15 Dada }, demostrar si es 0 no una aplicacion

Ejemplo 24 La transformacion R definida por

R a\ [ cosf —sinf a
b /] \ sin® cosd b

donde a y b denotan niumeros reales arbitrarios y 6 es constante, es una aplicacion
lineal.

De hecho, la solucion de este ultimo ejemplo se generaliza facilmente a cualquier
aplicacién definida por una multiplicacién de matrices por n-tuplas. Consecuente-
mente, cualquier matriz define una aplicacion lineal.

Teorema 3.2.1 Si L :R" — R™ estd definida mediante L(u) = Au para cualquier
matriz A de tamano m X n, entonces L es una aplicacion lineal.
Ejemplo 25 Sea T : R? — R? una aplicacion definida por T(;) = A(;), siendo

2 -1 L
A= ( 8 4 ) . Comprobar que es una aplicacion lineal.

Solucién. Dados vi = < zl >, Vo = ( 2 ) € R?,
1

Y2
T (avy + Bva) = A(avy + pva) = A(avy) + A(Bva) = aA(vy) + BA(ve) =
aT (v1) + BT (va), luego T' es una aplicacién lineal. O
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3.3. Representaciones matriciales

En el tema 2 mostramos que cualquier vector en un espacio vectorial de di-
mension finita puede ser representado como una m-tupla con respecto a una base
dada. En consecuencia, podemos estudiar espacios vectoriales de dimensién finita
simplemente analizando n-tuplas. Ahora mostraremos que cualquier transformacién
lineal de un espacio vectorial n-dimensional en un espacio vectorial m-dimensional
se puede representar por una matriz m X n. Asi, podemos reducir el estudio de
las aplicaciones lineales sobre espacios vectoriales de dimensién finita al estudio de
matrices.

Mas en detalle, vimos que solo hay una forma de expresar v como combinacion
lineal de un conjunto de vectores de una base dada. Si v es cualquier vector en un

espacio vectorial V' de dimensién finita, y si B = {vi,va,...,v,} es una base de V,
entonces existe un tnico conjunto de escalares ¢y, co, ..., c, tal que
V =cC1V]+ vy + -+ vy, (3.2)

y escribimos
C1

c2
v+ (c1,02,...,Cn)B . (3.3)

Cn

para indicar que la n-tupla es una representacién de coordenadas del vector v.

SiT:V — W es una aplicacion lineal y v es cualquier vector en V expresado
en la forma (3.2)), entonces

T(v)=T(c1v1 + cava+ -+ cpvp) = 1T (vy) + T (va) + -+« + e, T(vy).

Asi pues, T' es descrita completamente mediante su accion sobre una base. Una vez
se conoce como 1" transforma los vectores de la base se puede determinar como afecta
T a cualquier vector v en V.

Ejemplo 26 Sea T : R?> — R? wuna aplicacién lineal tal que T(1,0) = (1,2,0),
T(0,1) = (0,3,4). Entonces, para cualquier vector v = (a,b) € R? se tiene, como
v =a(1,0) + b(0,1), que

T(v) = aT(1,0) + bT(0,1) = a(1,2,0) + b(0,3,4) = (a, 2a + 3b, 4b)

Con estos dos conceptos tenemos las herramientas necesarias para mostrar que
cualquier aplicacién lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en otro se
puede representar mediante una matriz.

En efecto, sea T" una aplicacién de un espacio vectorial V' de dimensién n en
un espacio vectorial W m-dimensional, y sea B = {v1,va,...,Vv,} una base de V' y
C ={wi,wa,..., Wy} una base de W. Entonces T'(v1),T(v2),...,T(vy) son todos
vectores de W, que se pueden expresar como una combinacion lineal de los vectores
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de la base C'. En particular,

T(vi) = anwi+aawa+- -+ amiWn
T(vy) = a1aW1 + a2aWa + - + GmaWwp,
T(Vn) = a1p,W1 + a2pW2 + -+ + AmpWm

para algunos escalares a; ;. La representacién en coordenadas de estos vectores son

all a12 A1n

a1 a22 Q2n
T(v1) «— : , T(vg) «— : yeony T(vp) +—

Am1 c am?2 C Gmn C

Si usamos estas n-tuplas como las columnas de una matriz A, entonces, como vere-
mos, A es la representacion matricial de la aplicacion lineal T. Como esta matriz
depende de la base (de hecho, depende de la base B de V' y C' de W elegidas), pode-
mos escribir Ag para explicitar esa dependencia. Asi, Ag denota la representacion
matricial (también llamada matriz asociada) de la aplicacion lineal T' con respecto
a la base B en el dominio V' y la base C en el espacio W. A menudo, el subindice B
o el superindice C' no se pone cuando corresponde a la base candnica en R™ y R™,
respectivamente.

Ejemplo 27 Obtener la representacion matricial con respecto a la base candnica
en R? y la base candnica en R® para la aplicacién lineal T : R? — R? definida por

T(a,b) = (a+b,a —b,2b).

Solucién. Tenemos que

1 1
7T(1,0)=(1,1,0)+— | 1 |, T0,1)=(1,-1,2)«— | -1 |,
2
de manera que
1 1
A= 1 -1
0

|

Ejemplo 28 Rehacer el ejemplo precedente con la base del dominio cambiada a

B={(1,1),(1,-1)}

Solucién. Ahora

2 0
T(1,1)=(2,0,2)«— | 0 |, T@1,-1)=(0,2,-2)«+— | 2 |,
2 —2
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de manera que

2 0
A= 0 2
2 -2 ),
O
Para probar que Ag es una representaciéon matricial de una aplicacién lineal T,
empezamos con un vector v en el dominio V. Si B = {v1,va,...,Vv,} es una base
de V, entonces
C1
v:clvl—I—chQ—i---'%-cnvn:E CjVj .
Jj=1
cn ) g
Si w =T (v), entonces
n n
w=T(v) = T cvi | = E c;T(vj)
j:l j:l
n n m
= cj(aijwl + azjwa + - - -+ aijm) = E Cj E QW
j=1 j=1 i=1
m n
= E aijcj W;
i=1 \j=1
con lo que w estd escrita como combinacién lineal de los vectores de la base C =
{w1,wa,...,w,,}. Entonces la representacién en coordenadas de w respecto a la
base C' es .
Dj=1 G15C;
n
> j—1 025
j=1 425€j
T(v) =w<+— .
n
> =1 miC ) o
Este vector no es mas que el producto de matrices
ail a2 AT C1
as ago oo Q9n Co
Aml Am2 ... Qmn Cp
Asi,
T(v) = w+— AZVa. (3.4)

Podemos calcular T'(v) de dos formas: primero, la forma directa, usando la parte
izquierda de , evaluando directamente como T transforma v; segundo, la forma
indirecta, usando la parte derecha de , multiplicando la matriz asociada a T
por la representacion en coordenadas de v para obtener AgVB, la representacién en
coordenadas de w (m-tupla), de donde es fécil obtener w.
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3.4. Propiedades de las aplicaciones lineales

Como es posible representar una transformacion lineal entre espacios vectoriales
n-dimensionales mediante una matriz, podemos usar todo lo que sabemos acerca de
las matrices para obtener informacion sobre las aplicaciones lineales. Al revés, como
las matrices son aplicaciones lineales, podemos formular propiedades de las matrices
a partir de las aplicaciones lineales. Algunas veces serd més facil descubrir propie-
dades trabajando con matrices, debido a que su estructura es muy concreta. Otras
veces serd mas facil trabajar directamente con aplicaciones lineales en abstracto, ya
que su estructura es muy simple.

Teorema 3.4.1 SiT:V — W es una aplicacion lineal, entonces T'(0) = 0.

En términos de matrices, este teorema establece simplemente que el producto de
una matriz por una matriz columna cero es de nuevo una matriz columna cero.

El teorema [3.4.1] afirma que una transformacion lineal siempre transforma el
vector cero del dominio en el vector cero de W. Puede ocurrir, sin embargo, que
éste no sea el tinico vector que se transforma en el vector cero. Asi, por ejemplo, la
aplicacién lineal L : R? — R? definida como L(a,b) = (a,0) proporciona L(0,1) =
(0,0) y en general L(0,k) = (0,0) para todo k. Aqui, L transforma infinitos vectores
en el vector cero. Por contra, la aplicacién identidad I(v) = v sélo transforma el
vector cero en el vector cero.

Definimos el nicleo (o espacio nulo) de una aplicacién lineal T : V. — W,
denotado por Ker(T) o N(T'), como el conjunto de todos los vectores v € V que se
transforman mediante 7" en el vector cero de W; esto es, todos los v € V' para los
cuales T(v) = 0.

Teorema 3.4.2 FEl nicleo de una aplicacion lineal es un subespacio vectorial del
dominio.

En términos de una matriz A concreta, el nucleo es el conjunto de vectores

columna X que satisfacen la ecuacién matricial AX = 0. Esto es, N(A) es el conjunto
de todas las soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo AX = 0.

Ejemplo 29 Determinar el nicleo de la matriz A = < ; _1 i) )

Solucién. Los vectores del niicleo son de la forma x = (x,y, z) y verifican

oD (E)-)

es decir,

r+y+5z = 0
20 —y+2z = 0
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con solucién x = —2z, y = —3z. Esto es, es el subespacio vectorial de R? generado
por el vector (—2,—3,1). O

La imagen de una aplicacién T': V. — W, denotada Im(T), es el conjunto de
los vectores de W que estan relacionados con al menos un vector de V; esto es, w
estd en la imagen de T si y sdlo si existe al menos un vector v en el dominio para
el que T'(v) = w. Si T es lineal, Im(T) siempre contiene al vector 0 € W, ya que
T(0) = 0. Mas aun,

Teorema 3.4.3 La imagen de una aplicacion lineal T :' V — W es un subespacio
vectorial de W.

Es importante darse cuenta de que el nicleo y la imagen de una aplicacién lineal
T :V — W conceptualmente son subespacios diferentes: el niicleo es un subespacio
del dominio V', mientras que la imagen es un subespacio de W. Se tiene ademads el
importante resultado siguiente.

Teorema 3.4.4 SiT :V — W es una aplicacion lineal, V' es un espacio vectorial
de dimensidn finita y {v1,va,...,vp} es una base de V', entonces

» {T'(v1),T(va),...,T(vy)} es un sistema generador de Im(T).
» dim(N(T)) + dim(Im(7T)) = dim(V) = n.

Fijémonos que este resultado no depende de la dimensién de W.

Una aplicacion lineal 7' : V. — W es uno a uno (también llamada inyectiva)
si la igualdad T'(u) = T'(v) implica que u = v. Una transformacién lineal uno a
uno transforma vectores diferentes de V' en vectores diferentes de W. A menudo el
método mas directo para ver si una aplicacién lineal es uno a uno es usar el siguiente

Teorema 3.4.5 Una aplicacion lineal T : V. — W es uno a uno si y solo si el
nicleo de T contiene unicamente al vector cero, esto es, si dim(N(T')) = 0.

Ejemplo 30 Sea B = {v; = (1,1,1),vo = (1,1,0),vs = (1,0,0)} una base de R3
y sea T : R® — R? wuna aplicacion lineal tal que T(v1) = (1,0), T(v2) = (2,-1),
T(vs) = (4,3). Calcular:

1. Ker(T), Im(T) y sus dimensiones.

2. La imagen del vector (2,—3,5)

Solucién.
1. Por definicién, Ker(T) = {v € R3/T(v) = 0} e Im(T) = {w € R?/T(v) =
w, VveR3}.
Un vector v € R3 lo podemos expresar en la base B como
v =(z,y,2)p = x(1,1,1)+y(1,1,0)+2(1,0,0) y por tanto T'(v) = «T'(1,1,1)+
yT'(1,1,0) + 27°(1,0,0) = z(1,0) + (2, -1) + 2(4,3) = (0,0) =
r+2y+42=0 }i z=—10z

a0 b5 } = Ker(T) = ((~10,3,1)p) =
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dim(Ker(T)) = 1.
Por otra parte, Im(T) = ((1,0),(2,—1),(4,3)) y se puede comprobar que el
tercero es combinacién lineal de los otros dos, por tanto una base de Im(T') es
{(1,0),(2,—1)} = dim(Im(T)) = 2.

2. Hemos de expresar el vector en la base B,

(2,-3,5) =x(1,1,1) +y(1,1,0) + 2(1,0,0) =

r+y+z=2 T =25
r+y=-3 = y=-8 )=
CC:E) Z:5

(2,-3,5) =5(1,1,1) —8(1,1,0) + 5(1,0,0) = (5, —8,5) 5

= T(2,-3,5) = 5T (1,1,1) — 8T (1,1,0) + 57 (1,0,0) = 5(1,0) — 8 (2, —1) +
5(4,3) = (9,23)

3.5. Cambio de base

Las representaciones en coordenadas de los vectores en un espacio vectorial n-
dimensional son dependientes de la base, de forma que diferentes bases generalmente
resultan en diferentes representaciones de n-tuplas para el mismo vector. Es natural
preguntarse, por consiguiente, si las diferentes representaciones en coordenadas de
un mismo vector estan relacionadas.

Sean C' = {uj,ug,...,u,} y D = {vy,va,...,v,} dos bases de un espacio vec-
torial V. Si v € V, entonces v se puede expresar como una tnica combinacion lineal
de los vectores de la base C:

n
vV =ciu; +cougs +---+cpu, = E cju;
j=1
De forma similar, si consideramos la base D, tendremos
n
v=divi +dava+---+d,v, = E d;v;.
i=1

Las representaciones en coordenadas de v con respecto a C'y D son, respectivamente,

C1 dl

C9 d2
Ve=1| . vy Vo= .

Cn C dTL D

Como cada vector de la base C' también es un vector de V', se puede expresar como
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combinacién lineal de los vectores de la base D. En particular,

u; = puvi+pave+---+DPniva
U2 = p12Vy] +Pp2oVva + -+ Pp2vy
U, = pPipVi+pamVve+- -+ DPnnVn

para algunos escalares p; ;j, con lo cual se puede escribir

p11 P12 Pin
P21 D22 D2on
up +— . , U — . yeey Uy .
Pn1 D Pn2 D Pnn D

Si usamos estas n-tuplas como las columnas de una matriz P, tenemos

P11 P12 ... Din

P21 P22 ... P2
pR=| "7 7 -

Pnl Pn2 --- DPnn

llamada matriz de transicion desde la base C a la base D o también matriz de cambio
de base.
Resulta entonces

n

n n n n
vV = E Cju]': E Cj E pijvi = E DijCj V;
=1 1

7j=1 7j=1 =1 Jj=

pero también
n
VvV = E diVZ‘
i=1

y como la representacion ha de ser tunica,
n
di: E DPijCq, ZIl,...,TL
j=1

que se puede escribir como producto de matrices:

dy P11 P12 --- Din c1
do P21 P22 ... DPog c2
dn D Pnl Pn2 --- DPnn Cn c

oVp = Pg V. Tenemos asi probado el siguiente
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Teorema 3.5.1 Si Vo y Vp son las representaciones en coordenadas (n-tuplas) de
un vector v con respecto a las bases C' y D, respectivamente, y si P; es la represen-
tacion en coordenadas (n-tupla) del vector j-ésimo de la base C (j =1,...,n) con
respecto a la base D, entonces Vp = Pg Ve, donde la j-ésima columna de Pg es
P;.

Ejemplo 31 Obtener la matriz de transicion entre las bases C = {(1,0),(0,1)} y
D ={(1,1),(1,-1)} en R? y verificar el teorema para el vector v = (7,2).

Solucidén.
1
(1,0) = %(1,1)+%(1,—1>H ( i )D
1
0,1) = %(1,1)—%(1,—1)<—> ( i )D

con lo cual la matriz de cambio de base es

N[ =D | —
I NI
N~

de manera que, como

Vc:<7>, :>VD:P£VCZ<
2 C

[T,
|
B[00 |—=
~—
7 N
N~
S~—
Il
Y

Now©

O
Aunque el teorema tiene que ver con la matriz de transicién de C' a D, es igual-

mente valido en la direccién inversa para la matriz de transicién de D a C. Si PDC
representa esta matriz, entonces

Vo =P5Vp
Ejemplo 32 Verificar esta igualdad para el vector v y las bases del ejemplo [31]
Solucién. Recordemos que C' = {(1,0),(0,1)} y D = {(1,1),(1,—1)}. Ahora

(1,1) s <1>C
(1,-1) <_})C

con lo cual la matriz de cambio de base ahora es

=1 1)
rvo=(1 1) (1)-(3)-v
Od

Obsérvese que la matriz de transicion Pg encontrada en este ultimo ejemplo es
la inversa de la matriz de transicién Pg encontrada en el ejemplo Esto no es una
coincidencia.
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Teorema 3.5.2 La matriz de transicion desde C a D, donde C y D son bases del
mismo espacio vectorial de dimension finita, es invertible, y su inversa es la matriz
de transicion desde D hasta C.

Mostramos anteriormente que una aplicaciéon entre espacios vectoriales de di-
mension finita se puede representar mediante una matriz. Esa matriz, sin embargo,
depende de la base que se considere. En general, una aplicacion lineal tiene muchas
representaciones matriciales, una matriz diferente para cada pareja de bases en el
dominio y en el conjunto final.

Es natural preguntarse entonces si las diferentes matrices que representan la
misma aplicacién lineal estdan relacionadas. Aqui nos limitaremos a transformaciones
lineales de un espacio vectorial en si mismo, esto es, aplicaciones lineales de la
forma T : V — V (también llamadas endomorfismos), por lo que las diferentes
matrices asociadas seran cuadradas. El resultado se puede generalizar facilmente al
caso T :V — W, con V y W diferentes.

Sea T : V — V una aplicacién lineal sobre un espacio vectorial n-dimensional
V, con w = T(v). Si C es una base de V, entonces la representacién en coordenadas
de w con respecto a C' se puede obtener como

We = AS Ve

siendo Ag la matriz asociada a T en la base C. Si usamos una base diferente D,
tendremos también

Wp =AB v,

Como Vo y Vp son representaciones en coordenadas del mismo vector v con respecto
a bases diferentes, existe una matriz de transicién PCQ tal que

Vp=PE Ve
e igual ocurrird para el vector w
Wp = PEWe
con lo que
Wp =ABvp = AB PRV,
y también

Wp = PEWe = PR AS Ve

de modo que
PR AGVo = Ap PE Vo

Esta igualdad es vélida para todas las n-tuplas Vi con respecto a la base C. A partir
de aqui es inmediato concluir que

PR AG = AB PR

o bien
AG = (PB) AP,
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A la inversa, el mismo razonamiento muestra que si esta expresion es valida, entonces
Ag y Ag son matrices asociadas a la misma aplicacién lineal con respecto a las
bases C'y D, respectivamente, estando estas bases relacionadas mediante la matriz
de transicién Pg . Asi pues,

Teorema 3.5.3 Dos matrices A, B n X n representan la misma transformacion
lineal si y sélo si existe una matriz invertible P tal que A = P~'BP.

En otras palabras, y como veremos en el tema siguiente, A y B representan la
misma aplicacién lineal si y sélo si son similares.

De todas las matrices similares que pueden representar una aplicacién lineal,
algunas son mas simples que otras. Una matriz especialmente simple es una diagonal.
Dado un endomorfismo, jes posible saber por adelantado si existe una base del
espacio vectorial tal que la matriz asociada al endomorfismo en esa base es diagonal?
La respuesta a esta y otras cuestiones se vera en detalle en el siguiente tema.

3.6. Problemas

1. Estudia en cada uno de los casos siguientes si se trata o no de una aplicacién

lineal:

a) ha: Y — V_, , donde V es un espacio vectorial y a es un escalar.
v — aU

b) a: ‘_{ — ‘_{ ., donde V' es un espacio vectorial y @ € V.
v — v+4a

¢) t; : R™ — R
(3317 7xn) — X

0) f R  — RS
(ZL‘,y,Z) — (21'—Z,y+2,.1')

g R — RY

€)
(x,y,2) — (22 —2,2x,42 —y,z)

f h R} — R?
(l‘,y,Z) — (:U—y,ac—z)

2. Encuentra una aplicacién lineal f de R? en R? tal que Ker f = ((0,0,1)) e
Im f = {(z,y,2) € R3/z =0}

3. Consideremos el endomorfismo (aplicacién lineal de un espacio en si mismo)
de R? dado por la relacién (z,y, 2) — (y — z, —x + 42,y — z). Hallese el nticleo
v la imagen, asi como un sistema generador del ntcleo.

4. Obtener T'(%) para una transformacion lineal 7' si se sabe que T'(d@—0) = 44+57
y T'(u + v) = u — 30.

5. Sean S :V — W y T : V — W dos aplicaciones lineales. Su suma es otra
aplicacién de V' a W definida mediante (S + T')(¥) = S(¥) + T'(¥) para todos
los ¥ de V. Probar que la aplicacién S + T es lineal.
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10.

11.

. Sea T : V — W una transformacién lineal y k£ un escalar dado. Se define una

nueva transformaciéon kT : V. — W mediante (kT')(¥) = k(T (7)) para todos
los ¥ de V. Demostrar que la aplicacién kT es lineal.

Sean S : V — W y T : V — V dos aplicaciones lineales, y definamos su
producto como otra aplicacién de V en V tal que (ST)(¢) = S(T(¥)) para
todos los ¥ de V. Este producto primero aplica T a un vector y después S al
resultado. Demostrar que la aplicacion ST es lineal.

. Dada la aplicacién lineal representada por la matriz

1 3 0
A= 3 -2 -1
0 -1 1

en la base canénica, halla el vector transformado del # = (1, —1, 2). Suponiendo
que se cambia la base del espacio vectorial y se sustituye por la formada por
los vectores (1,0, 3), (3,2,1) y (3, —5, 1), halla las coordenadas del vector dado
y de su transformado en la nueva base. Halla la matriz de la aplicacion en la
nueva base.

. Dado el endomorfismo de R? cuya matriz en la base canénica es

-2

4 2
A= a a
2 1

_ =

demostrar que para cualquier valor de a la dimensiéon del subespacio imagen
es dos. Hallar el nicleo y la imagen para a = —2.

Sea f la aplicacién lineal de R* en R3 definida por f(1,1,1,1) = (0,
f(l,O,l,O) = (le_l)v f(1717170) = (0707_1)7 f(_17_27070) 1
Halla:

I
—~

a) La matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.
b) Bases de Im f y Ker f.

Dada la aplicacién lineal f definida por: f(1,0,0,0) = (1,0,0), f(0,1,0,0) =
(0,1,0), f(1,1,1,0) = (1,-1,0), f(1,1,1,1) = (0,0,1)

a) Halla la matriz de la aplicacién respecto de las bases candnicas.

b) Halla la matriz de la aplicacién respecto de la bases canénica de R* y la
base B’ = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de R3.

¢) Calcula la imagen del vector (x,y, z,t) y obtén las ecuaciones que carac-
terizan la transformacién.

d) Calcula los subespacios nicleo e imagen de f dando una base y la dimen-
sion de los mismos.
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12. Sea f: R?® — R? una aplicacién lineal tal que
f(1,1,0) =(2,0,2), f(0,1,1)=(14a,a,4), f(0,1,-1)=(1—-a,a,0)

a) Determina la matriz asociada a f en la base candnica.
b) Calcula f (x,v,2) para cualquier (x,y,2) € R3. Calcula f(1,—1,2).

¢) Calcula la dimensién del subespacio imagen de f en funcién del pardmetro
a. (Existe algtin valor de « tal que Im f = R3? ;Y alguno para el que el
nicleo de f sea sélo el vector nulo? Justifica las respuestas.

13. Se considera la aplicacién lineal f : R — R* definida por f(1,1,0) = (3,2,0,1),
f(2,3,1) =(1,-2,1,1), f(0,—2,1) = (4,0, 1,2). Calcula la matriz asociada a

f en las bases candnicas y los subespacios ntcleo e imagen.

14. Sea la aplicacién f : R® — R? dada por f(—1,1,1) = (1,2), f(0,—1,1) =
(—1,0). Se pide:

a) Calcula f(z,vy,2) para cualquier vector (z,y,z) € R3.
b) Calcula los subespacios ntcleo e imagen de f.

¢) Determina los vectores de R? que se transforman en el vector (0,1) me-
diante f.

15. Dada la aplicacién f : R? — R3 definida por
f@y,2)=(+ytzrty+zr+y+2)
calcula su matriz asociada respecto de la base B = {(1,0,—1),(0,1,—-1),(1,1,1)}.

16. Dada la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por

f(,1) = (1,2,0)
f(1,-1) = (5,0,2)

a) Halla su matriz asociada, A, en las bases canonicas.

b) Obtener una base y la dimensién de los subespacios imagen y nicleo de
f.

¢) Dado el vector ©' = (—1,3,—1) € R3 encontrar el vector @ tal que f (i) =
0. Calcula las coordenadas de ¥ en la base del apartado (b).

17. Obtener la representacién matricial de la aplicacién lineal 7' : R — R?
definida mediante T'(a,b,c) = (2a + 3b — ¢, 4b + 5¢) respecto a las bases B =

{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y C ={(1,1),(0,1)}.

18. Dada las aplicacién lineal T : V — V
T(a,b,c) = (3a—b+c¢,2a —2¢,3a — 3b+¢)

ylasbasesde V : B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}y B' = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)},
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a) Obtener su representaciéon matricial con respecto a dichas bases bases

b) Comprobar que ambas son similares, con una matriz de transicién apro-
piada.

19. Dada las aplicacién lineal T : V — V'
T(a,b,c) = (a,2b,—3c)
ylasbasesde V : B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B' = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)},

a) Obtener su representacién matricial con respecto a dichas bases.

b) Comprobar que ambas son similares, con una matriz de transicién apro-
piada.

20. Sean B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y V = {(1,2),(3,0)} bases de R3 y R?,
respectivamente. Calcular la matriz asociada a las aplicaciones:

a) f:R3 — R3 definida por f(z,y,2) = (z,z +y + 22,2y — 3z) respecto a
la base B.

b) f:R3 = R? definida por f(z,y,2) = (22 — 3y + 2,2 + y — 2) respecto a
la bases By V.

¢) f:R% — R3 definida por f(z,y) = (2x + 2y,0,3z — ) respecto a V y B.

21. Sean U, V dos espacios vectoriales y f: U — V una aplicacién lineal tal que
en ciertas bases de U y V tiene asociada la matriz

A=

— =
= o O

1
1
0

=N N

Calcular dim U, dim V', dim (Imf), dim (Kerf).
22. Sea f:R? — R* la aplicacién lineal definida mediante
f(z1,22,23) = (v2 — 23, 21 + T2, T1 — T3, T1 + T2 + T3)
Se pide:

a) Matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R3 y R%.

b) Subespacios Niicleo e Imagen de f, facilitando una base de cada uno de
ellos.

¢) Matriz asociada a f respecto de la base {u; = (0,1,1), @2 = (1,1,0),
i3 = (1,0,1)} de R? y de la base canénica de R?.

Justificar las respuestas.
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78 CAPITULO 3. APLICACIONES LINEALES
23. Sean V' y W espacios vectoriales reales, {€], €2, €3} base de V' y {uy, ia, U3, ts}
base de W. Sea f : V — W la aplicacién lineal definida mediante
f(e1) = iy + iy f(ez) = s+ s f(€3) = + iy + U3 + iy
con A € R dado. Hallese:
a) La matriz asociada a f en las bases dadas.
b) El nicleo y el rango de f, analizando cuéndo es inyectiva, esto es, cuando
su nucleo tiene dimensién cero.
24. Sea f : R® — R* el homomorfismo definido mediante f(1,0,0) = (1,0,1,1),
f£(0,1,0) =(0,1,1,1), £(0,0,1) = (1,—1,0,a), donde a € R es fijo.
a) Obténgase la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R3
y R4
b) Dado un vector @ € R® de componentes (z,y,2) respecto de la base
canénica, calcular f(w).
¢) Localicese el nicleo de f, dando una base del mismo.
d) Calculese el subespacio imagen de f, dando una base del mismo.
25. Sea a € Ry f una aplicacién lineal de R3 en R? definida por
f(z,y,z) = 3z + 4y + z,2x + 6y + 32,z + 3y + az). Se pide:
a) Calcular la matriz asociada a f en la base canénica de R3.
b) Calcular la matriz asociada a f en la base formada por
1 =(1,0,3), ¥y =1(3,2,1), u3=(3,-5,1)
¢) Analizar para qué valores de a la dimension del niicleo de f es cero.
26. Sea f el endomorfismo f : R? — R? definido por f(z,y,z2) = %(—x —y,x+

y,22).

a) Calcular una base de Ker f y una base de Im f.
b) Encontrar una base del subespacio vectorial Ker f N Im f.

¢) Sea B’ = {by, by, b3} la base de R3 formada por los vectores

- 1 - 1 o
b= —=(1,1,0), by=—=(—1,1,0), bs=(0,0,1
1 \/i( ) 2 \/5( ) 3 ( )

Encontrar la matriz del endomorfismo f en esta base B'.

d) Sea T = 3b1 + 2by — bs. Encontrar f(Z) y expresarlo en la base B’ y en la
base canénica de R3.

e) ;Bs la imagen de la base canénica una base de R3? ;Es la imagen de B’
una base de R3?
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27. Dada la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por f(z,y) = (z—2y,y, 3z+y),

a) obtener su matriz asociada si en ambos espacios consideramos las bases
candnicas;

b) calcular una base de Ker f, una base de Im f y una base de Ker f N Im
f;
¢) hallar la matriz asociada a la aplicacién lineal si consideramos las bases

By = {(27 1)? (07 3)}7 Bs = {(17070)7 (17 1,0), (07072)};

d) jes la imagen de By una base de R3? ;Por qué?
28. Dada la aplicacién lineal f : R? — R? definida por:

f(2,0,2) = (2,1,3)
f1,-1,0) = (-1,-2,-2)
£(0,0,2) = (0,2,2)

Calcular:

a) La matriz asociada a f en la base canénica de R3.

b) El vector transformado mediante f de 4 = (z,y, 2z), asi como la imagen
del vector (3,1,—2).
¢) Subespacios nucleo e imagen de f, dando una base de dichos subespacios.

d) El vector 4 tal que f(#) = ¥, siendo ¥ un vector cuyas coordenadas en la
base

B={é =(0,1,1),& = (0,2,0),& = (1,0,—2)} son (1,2,1).

29. Sean las aplicaciones f : R? — R%? y g : R?2 — R? dadas por f(z,y) =
(x—y,x+y)yg(1,0) =(1,0,1), g(0,1) = (-1,0,1).
a) Hallar las ecuaciones de la aplicacién go f : R? — R? y calcular el niicleo
y la imagen de go f. (Recordad que (go f) (Z) = g (f (%)) ).

b) Hallar la matriz de la aplicacién gof respecto de la base de R? {(1,1),(0,2)}
y de la canénica de R3.

¢) Calcular (go f)(1,1) y (go f) ' (1,1,1).

30. Dada la matriz

1 -1 3
A= 5 6 —4
7T 4 2

a) Encontrar una aplicacién lineal f : R3 — R? de manera que A sea la ma-
triz asociada a f en la base canénica de R3. Hallar la imagen de cualquier
vector 4 = (z,y, z) .

b) Hallar el nicleo y la imagen de f, dando una base y su dimensién.
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80 CAPITULO 3. APLICACIONES LINEALES

¢) Calcular la matriz asociada a f en la base de R? formada por los vectores
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

31. Sea la aplicacién f : R? — R? dada por f(—1,1) = (0,1,2), f(0,—-1) =
(4,—1,0). Se pide:

a) Calcular f(x,y) para cualquier vector (x,y) € R2.
b) Calcular los subespacios ntcleo e imagen de f.

¢) Determinar los vectores de R? que se transforman en el vector (0,1,2)
mediante f.

32. Dada la aplicacion lineal definida por
f(17032) = (57 1)> f(ov_lal) = (37 _3)7 f(0707 1) = (270)

a) Determina los espacios inicial y final. Da explicitamente las ecuaciones
que caracterizan la aplicacion.

b) Halla la matriz asociada a dicha aplicacién respecto de las bases candni-
cas.

c¢) Halla la matriz asociada a f respecto de las bases:

B, = {(1,0,-1),(2,1,0),(0,1,1)}
By = {(_2a1)7(17_1)}

d) Halla los subespacios nicleo e imagen de la aplicacién dada.

3.7. Aplicaciones lineales en economia

1. Un fabricante produce 3 articulos diferentes, cada uno de los cuales requiere
para su elaboracion de 2 materias primas. Los tres productos se denotas por
p1, P2 v p3 v las dos materias primas por M; y Ms. En la tabla que se indica a
continuacién se representa el nimero de unidades de cada materia prima que
se requiere para elaborar una unidad de producto

P1 | P2 | P3
My | 1] 2|1
My | 3| 1] 2

Se pide

a) Determinar la ley que asocia a cada vector de produccién (p1, pe,ps) el
vector de materias primas (M , M3) que le corresponde para que dicha
produccion sea posible.

b) (Es una aplicacién lineal la ley determinada en el apartado anterior?

¢) Determinar los subespacios nicleo e imagen e interpretarlos.
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2. En la Bolsa de Madrid se cotizan dos grandes grupos de valores: las acciones
de las empresas privadas y la deuda piblica. Tenemos definido un indice de
cotizacién ‘normal’ para cada grupo, basado en la actividad normal del mer-
cado. Ademds se consideran indices ‘extraordinarios’ que miden distorsiones
positivas o negativas alrededor de la cotizacién normal y que denominamos
IEA e IEDP, cuyos valores dependerdan de la masa monetaria m, del exceso
de reservas bancarias e y del crédito del Banco de Espana al sistema bancario
c de acuerdo con las expresiones

IFA = —-2m—3e-+2c
IEDP = —m—4e+c

Se pide:

a) ;Se puede interpretar este problema como una aplicacién lineal? Demos-
trarlo.

b) Obtener los subespacios nicleo e imagen de la aplicacién e interpretarlos
econémicamente.

3. Estudiemos los movimientos de capital entre Espana, Francia y Reino Unido.
Definamos el saldo de la balanza de capitales de un pais como la diferencia
entre las entradas de capital en ese pais menos las salidas. Se sabe que en cada
pais la situacién depende de los tipos de interés reales vigentes (el nominal
menos la tasa de inflacién del pais), y la interrelacién se puede resumir en:

Sg = 04Rg —0,bRr —0,3R;
Srp = —-03Rg+0,6Rr—04R;
St = —-0,1Rg—-0,1Rr+0,3R;
siendo Sg, Sr y St los saldos de Espana, Francia y Reino Unido, respecti-
vamente, y Rp, Rrp y Ry los tipos de interés reales en esos tres paises. Se
pide:
a) ;Podriamos hablar aqui de aplicacién lineal?
b) Calcular el nicleo y la imagen. Interpretar econémicamente el resultado.

¢) Supdngase que la interrelacién pasa a ser:

Sg = 04Rg —05Rpr —0,3R;
Sy = —03Rg+0,6Rr—04R;
Sy = —-0,1Rg—0,1Rr+09R;

Calcular el nuevo nicleo interpretando econémicamente el resultado.

4. Consideremos una economia dividida en tres sectores: agricola, industrial y de
servicios. Sean P4, Pry Pg el porcentaje de variacion de los precios de un ano
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para otro en los sectores agricola, industrial y de servicios, respectivamente,
informacién que vamos a representar en un vector de la forma

—

P = (Pa, P1, Ps)

Sea w la tasa de variacion de salarios de un afio a otro, p,, la tasa de variacién
de precios de importaciones en el mismo periodo y ¢ la tasa de variacién de los
impuestos, que se pueden agrupar en un vector de la forma

T= (wapma t)

Sabemos que las componentes del vector P dependen de las componentes de
Z, pero no conocemos la relacion concreta que las liga; lo tnico que sabemos
es que un aumento del 1% en la tasa de variacién de salarios, manteniéndose
constantes los precios de importaciones y los impuestos, provoca que los precios
agricolas aumenten un 2 %, los industriales un 1,5 % y los del sector servicios
otro 2%, es decir:

(1,0,0) — (2,1,5,2)

Si lo que aumenta son los precios de importaciones
(0,1,0) — (1,5,1,5,1)
y si aumentan los impuestos
(0,0,1) — (1,1,1,5)
Se pide:

a) Calcular la relacién que liga las componentes del vector & con las del
vector P.

b) Se espera que para el proximo ano los salarios crezcan un 8 %, los pre-
cios de importaciones un 2% y la presion fiscal un 10 %. ;En qué sector
aumentaran mas los precios?

. CERAMICAS ORIOL S.A. es una empresa que se dedica a la fabricacién de

azulejos y goza de gran prestigio gracias a una politica de segundas marcas que
consiste en lo siguiente. Segun la calidad de las piezas, que por razones técnicas
no es constante, éstas se distribuyen en tres marcas, de forma que tinicamente
llevan la marca CERAMICAS ORIOL las de calidad alta, mientras que las de
calidad media y baja se comercializan con otros nombres que nada tienen que
ver con el de la empresa. Las ventas V de cada tipo de azulejos dependen del
grado de actividad del sector de la construccién I, de su precio y del precio de
las otras dos marcas (P,, P, P) segun las siguientes relaciones:

V, = 2I—02P,+04P,, +0,1P,
AT + 0,4P, — 0,3P,, + 0,5P,
Vi = 5I+0,1P,+05P, —0,2P,

3
I

Se pide:
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a) Calcular una base de los subespacios Imagen y Nucleo de la aplicacién
que se desprende del enunciado.

b) (En qué condiciones las ventas totales serdn nulas?

¢) ¢(Se modifica la respuesta si las funciones de ventas de cada tipo de azule-
jos sOlo dependieran del grado de actividad del sector de la construccién
y de los precios del resto de los productos?

6. El senor Oriol monté hace anos una fabrica de juguetes de artesania que ahora
dirige su hijo mayor. El motivo que le llevé a realizar dicha inversion roza lo
sentimental, y es que su infancia no estuvo sobrada de juguetes, mas bien al
contrario, pues su familia era humilde y no podia permitirse esos lujos. Por
ello cuando le plantearon el negocio no se lo pensé dos veces.

Desde el principio la fabrica sélo se ha dedicado a producir dos tipos de jugue-
tes, caballos de cartén y munecas de trapo. Dado lo peculiar de la produccién
y tras duras negociaciones, hace dos anos consiguieron una subvencion del
gobierno cuya cuantia S se determina cada ano y que repercute en diferente
proporcién sobre los costes variables segiin el tipo de producto de que se trate.

Como es natural, en una fabrica de este tipo la utilizacién de maquinaria es
casi simbdlica, por eso la repercusién en los costes variables del factor capital
K es mucho menor que la del factor trabajo L, lo cual queda reflejado en las
expresiones siguientes:

Costes variables netos
Caballos de cartén 2L+ 03K — 1,55
Munecas de trapo 3L+0,1K —28

siendo los costes variables netos = costes variables - subvencién (por unidad
de producto).

No obstante, dado el notable incremento que se ha producido en la demanda
de estos productos, el hijo del senor Oriol ha considerado la posibilidad de
introducir nueva maquinaria en el proceso productivo, de tal manera que éste
pase de ser intensivo en mano de obra a ser intensivo en capital. Si se sabe que
con el nuevo equipo la utilizacién de mano de obra se reduce a la cuarta parte,
mientras que la de capital permanece constante y la subvencién se duplica, se
pide:

a) Hallar la matriz asociada a la aplicacién que, con el equipo existente,
transforma el precio de los factores productivos y la cuantia de la sub-
vencion en los costes variables netos unitarios.

b) Hallar la matriz asociada a la misma aplicacién pero en el caso de que se
incorporara la nueva tecnologia.

¢) Calcular el Nicleo en ambos casos e interpretar el resultado.

d) Si el coste de la mano de obra es de 400, el de la maquinaria es de 250 y
la subvencion es de 80, calcular la ventaja que tiene el proceder al cambio
tecnoldgico en términos de costes variables netos.
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7. El secretario de Estado de Economia ha observado que la evolucién de los

precios de los bienes duraderos es diferente de la de los bienes de consumo
(donde se incluyen los servicios). Bajo esta hipdtesis ha definido un indice de
precios ‘normal’ para cada grupo, pero ademas considera la existencia de indi-
ces ‘extraordinarios’ que miden las variaciones positivas o negativas alrededor
de la tendencia del indice de precios normal (IED, IEC), cuyos valores ha
contrastado que dependen de la masa monetaria M, de los tipos de interés ¢ y
del nivel de produccion del pais () segin las relaciones siguientes:

IED = 2M+3i—Q
IEC = M+05i—2Q

Antes de comunicarle al ministro de Economia su teoria, fue a pedir consejo a
su amigo, profesor de Matematicas en la universidad, el cual, tras comprobar
que las relaciones entre los indices extraordinarios y las variables M, i y @
eran aceptables, paso a analizar el problema como una aplicacién lineal.

Tras un anédlisis pausado y metddico le dijo: “Estés en lo cierto, estas variacio-
nes existen e influyen notablemente en las evoluciones normales de los precios.
No obstante, antes de ir a hablar con el ministro, comprueba cuél es el valor
que en la actualidad toman las variables M, 7, (0, no fuera a darse el caso de
que dicho vector perteneciera al nicleo de la aplicaciéon y nos derrumbara toda
la teoria”.

Se pide:

a) ;Hace lo correcto el profesor al analizar el planteamiento como un pro-
blema de aplicacion lineal?

b) (Cudl es el niicleo de la aplicacién?

¢) (Por qué le dice el profesor que si los valores de M, i y @ pertenecen al
nucleo la teoria del secretario de Estado se derrumba?

. El gobierno de un pais ha decidido, en vista del elevado incremento del niimero

de accidentes de circulacion, establecer medidas sancionadoras con el fin de
frenar dicha tendencia. Para ello ha disenado un sistema de puntos mediante
el cual al llegar al maximo se produce la retirada por un ano del carnet de
conducir.

La medida ha alarmado a las dos empresas afincadas en el pais que se dedican
a la fabricacién de automoéviles, Tatra y Mosva, puesto que las ventas de los
dos tipos de automéviles que ambas producen (de lujo y utilitario) estédn en
funcién de la renta disponible de la clase asalariada (YY), del incremento del
nimero de accidentes de circulacién producido en el periodo anterior (V) y del
incremento neto de carnets de conducir expedidos en el perido actual (carnets
expedidos - carnets retirados C'), segin las relaciones siguientes:

Tatra Mosva
de lujo T, =02Y +0,1N +0,2C | M;, =0,3Y +0,1N +0,1C
utilitario | Ty = 0,3Y +0,2N +0,1C' | My =0,1Y +0,2N + 0,1C
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Sabiendo que en el momento en que va a entrar en vigor la nueva normativa
las variables econémicas que preocupan a los fabricantes de coches toman los
siguientes valores: Y = 3000, N = 50, C' = 60, se pide:

a) ({Cudles son las ventas de automdviles de las dos marcas nacionales en ese
momento?

b) (En qué condiciones, al entrar la nueva normativa las ventas de coches
nacionales se anularian?

¢) ¢Variaria la respuesta en caso de que la normativa no entrara en vigor?
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Capitulo 4

DIAGONALIZACION DE
MATRICES

4.1. Introduccién

Comenzaremos el tema exponiendo la nocién de semejanza, asi como algunas
propiedades de la misma. Como veremos, esta definicién juega un papel importante
en el concepto de matriz diagonalizable.

Definicién 5 Dadas dos matrices A, B, cuadradas n x n, se dice que A es seme-
jante a B si existe una matriz cuadrada n x n no singular P tal que B = P~1AP.

La matriz P se suele denominar matriz de paso asociada a esta relacién de semejanza.
Estas son algunas propiedades elementales de la relacién de semejanza:

1. Propiedad reflexiva: A es semejante a ella misma.
2. Propiedad simétrica: si A es semejante a B, entonces B es semejante a A.

3. Propiedad transitiva: si A es semejante a B y B es semejante a C', entonces A
y C son semejantes.

4. Dos matrices semejantes tienen el mismo rango.
5. Si A y B son semejantes, entonces det(A) = det(B).

6. Si A y B son semejantes, entonces A¥ y B* son también semejantes con la
misma matriz de paso.

Definicion 6 Una matriz cuadrada A € M, se dice que es diagonalizable si
existe una matriz semejante a ella diagonal. Dicho de otro modo, A es diagonali-
zable si existe una matriz P € M, reqular y una matriz D € M,, diagonal tales
que

D=P'AP
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Las matrices diagonales tienen propiedades atractivas. Se pueden multiplicar
facilmente, sus determinantes se calculan sin dificultad, se puede determinar rapida-
mente si tales matrices tienen inversa y, en caso afirmativo, sus inversas son faciles
de obtener. En particular, dada la matriz diagonal

A0 0
D= 0 A O
0 0 X3

resulta sencillo calcular su inversa (si A\; # 0, i =1,2,3):

1
x 0 0
pDl'= 0 &+ 0 |,
2
0 0 5
asi como sus potencias sucesivas:
A0 0
D" = 0 A3 0
0 0 Ay

Si A es una matriz diagonalizable, es decir, si es semejante a una matriz diagonal,
entonces también es sencillo calcular cualquier potencia de A, ya que A = PDP~!

y asi
A" =pppP~'ppp~t...PDP~' = PD"P~ L.

En este tema estudiaremos qué condiciones se tienen que verificar para que una
matriz sea diagonalizable y describiremos un método para obtener tanto la matriz
diagonal semejante a la matriz dada como la matriz de paso. Para ello introducimos
primero los conceptos de valor propio y vector propio de una matriz cuadrada y
estudiaremos algunas propiedades de los mismos, que nos permitiran conformar la
técnica de diagonalizacion mencionada.

Es importante hacer notar que a lo largo de este tema identificaremos vectores
de n componentes (i.e., vectores de R™) con matrices columna n x 1.

4.2. Valores y vectores propios. Propiedades

Definicion 7 Decimos que un vector no nulo x es un vector propio de una matriz
cuadrada A si existe un escalar X\, llamado valor propio, tal que

Ax = \x

Un vector propio ha de ser diferente del vector 0; los valores propios pueden, en
cambio, ser cero. No toda matriz tiene valores propios reales; por ejemplo, la matriz

cos) —sind
sinf  cosf
correspondiente a una rotacién en el plano de dngulo 6.
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88 CAPITULO 4. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Ejemplo 33 El vector x = (—1,1) es un vector propio de A = < i g ) con valor
propio A = —
1 2 3
Ejemplo 34 El vector x = (4,1,—2) es un vector propio de A= 2 4 6 |, ya
3 69
que
1 2 3 0
Ax = 2 4 6 1 = 0 =0 1 =0x
3 69 -2 0 -2

Los valores y vectores propios van en parejas. Si x es un vector propio de una
matriz A entonces ha de existir un valor propio A tal que Ax = Ax, lo cual es
equivalente a la ecuacién Ax — Ax = 0, o bien,

(A—A)x = 0. (4.1)

Este es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo para las componentes del vector
x. De aqui se sigue que x es un vector propio de A correspondiente al valor propio
A siy sélo si (A — AI) no tiene inversa. Equivalentemente, si y sélo si

det(A — AI) = 0. (4.2)

La ecuacién es la ecuacion caracteristica de A. Si A es una matriz n xn, entonces
det(A — AI) = 0 es un polinomio en A de grado n, y la ecuacién caracteristica de
A tiene exactamente n soluciones (pudiendo estar algunas repetidas), que son los
valores propios de A. Una vez se ha localizado un valor propio, los vectores propios
correspondientes se obtienen resolviendo la ec. .

Asi pues, para obtener los valores y vectores propios de una matriz A, primero
se resuelve la ecuacién caracteristica, det(A — M) = 0, para los valores propios y
después, para cada valor propio, se resuelve (A — AI)x = 0 para los correspondientes
vectores propios.

Ejemplo 35 Obtener los valores y vectores propios de

2 -1 0
A=13 -2 0
0 01
Solucién.
2—-A -1 0
det(A — \I) = 3 —2-2X 0|=1-NN-1)=A1=1,1,-1
0 0 1—-2AX
1 -1 0 x
A= (A-X)x=0=1|3 -3 0 (y = =
0 0 0 z
x 0
szr=y=>x=| 2 | = O) con z,z # 0.
z 1
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3 -1 0 x 0
A=—-1=(A-A)x=0=1| 3 -1 0 y |=10]=
0 0 2 z 0
5 3 3 1
:>{ rTy= :{y—Sx =x=x| 3 |, conaz#0. O
z=0 z = 0

Las soluciones (también llamadas ‘raices’) de una ecuacién caracteristica pueden
estar repetidas. Si A\ = Ay = - - = A, el valor propio se dice que tiene multiplicidad
k. Asi, en este ejemplo, A = 1 tiene multiplicidad 2, mientras que A = —1 es un valor
propio con multiplicidad 1.

Teorema 4.2.1 Matrices semejantes tienen la misma ecuacion caracteristica (y,
por consiguiente, los mismos valores propios).

De este teorema se deduce que si dos matrices no tienen la misma ecuacion
caracteristica, entonces las matrices no pueden ser semejantes.

Ejemplo 36 Determinar si A = ( le g ) es semejante a B = < ;, ;l )

Solucién. No.

Los vectores propios x correspondientes al valor propio A de una matriz A son
soluciones no nulas de la ecuacién matricial (A — AI)x = 0. Esta ecuacién matricial
define el nicleo de (A— AI), un espacio vectorial conocido como el subespacio pro-
pio de A correspondiente al valor propio A. Los vectores no nulos de un subespacio
propio son los vectores propios. De esta manera, los vectores propios correspondien-
tes a un valor propio particular se describen de forma mas simple dando una base
del correspondiente subespacio propio.

Ejemplo 37 Obtener bases para los subespacios propios de la matriz

2 -1 0
A=13 -2 0
0 01

Solucién. Del ejemplo anterior, deducimos que una base del subespacio propio Sy—1
correspondiente a A = 1 es {(1,1,0),(0,0,1)}, mientras que para Sy—_; podria ser
{(1,3,0)}. O

Ejemplo 38 Sea

3 =2 0
A= -2 3 0
0 05

Calcular sus valores y vectores propios, asi como una base de cada uno de sus subes-
Pactos propios.

89



90 CAPITULO 4. DIAGONALIZACION DE MATRICES

Solucién.
3—A -2 0
det(A —\I) = -2 3—-A 0l=6G-ANA-1)A=5))=A=15,5
0 0 5—2A
2 -2 0 T 0
>\1:>(A>\I)x0:><2 2 0 y |=(0]=
0 0 4 z 0
2 — 2y =0 = :
:>{4§:()y_ i{i;g =>X=zx (1) = Sy=1=((1,1,0))
-2 -2 0 x 0
A=5=A-A)x=0=| -2 -2 0 y |=(0]=
0 00 z 0
1 0
= 2r -2y =0=>2=-y=>x=x( -1 ]4+2z]| 0 = S5 =
0 1
((1,-1,0),(0,0,1)) U

La ecuacion caracteristica de una matriz real puede tener raices complejas, por
lo que no son valores propios reales. Los vectores propios correspondientes a esas
raices complejas tienen componentes complejos, de modo que tales ‘vectores’ no
son elementos de un espacio vectorial real. Por consiguiente, no hay vectores en un
espacio vectorial real tales que satisfacen Ax = Ax cuando A es complejo.

4.2.1. Propiedades de los valores y vectores propios

La traza de una matriz cuadrada A, denotada Tr(A), es la suma de los elementos
de la diagonal principal de A.

Teorema 4.2.2 La suma de los valores propios de una matriz es igual a la traza de
la matriz.

Este resultado proporciona un buen test respecto al cdlculo de los valores propios.
Si la suma de los valores propios calculados no es igual a la traza de la matriz,
entonces hay un error.

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal, de modo que se tiene el siguiente

Teorema 4.2.3 Los valores propios de una matriz triangular son los elementos de
la diagonal principal.

Una vez se conocen los valores propios de una matriz, se puede determinar inmedia-
tamente si la matriz es singular:

Teorema 4.2.4 Una matriz es singular y solo si tiene un valor propio cero.

Veamos algunas otras propiedades:
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» Si x es un vector propio de una matriz regular A, correspondiente al valor
propio A, entonces x también es un vector propio de A~! correspondiente al
valor propio %

» El producto de todos los valores propios de una matriz (contando su multipli-
cidad) es igual al determinante de la matriz.

= Si x es un vector propio de A correspondiente al valor propio A, entonces A"
y X son una pareja de valor propio y vector propio de A™, para cualquier n
entero positivo.

= Si A es un valor propio de A, entonces A\ también es un valor propio de AT

4.3. Diagonalizacién

Recordemos que, segin vimos al principio del tema, una matriz es diagonalizable
si es semejante a una matriz diagonal.

Si una matriz A es semejante a una matriz diagonal D, entonces D = P~ 'AP y
la forma de D estd determinada. Tanto A como D tienen los mismos valores propios,
y los valores propios de una matriz diagonal (que es a la vez triangular superior e
inferior) son los elementos de su diagonal principal. Por consiguiente, la diagonal
principal de D ha de tener los valores propios de A.

Se puede, ademds, demostrar el importante resultado siguiente:

Teorema 4.3.1 Una matriz A n X n es diagonalizable si y sélo si la matriz posee
n vectores propios linealmente independientes.

En el transcurso de la demostracién de este teorema se pone de manifiesto que
las columnas de la matriz de paso P son precisamente los vectores propios corres-
pondientes a los valores propios de A.

. , . 1 2 , .
Ejemplo 39 Determinar si A = ( 43 ) es diagonalizable.
Solucién. Es facil comprobar que los valores propios son Ay = —1 y Ay = 5, mientras

que una base de los respectivos subespacios propios es x; = (—1,1) y x2 = (1,2).
Estos dos vectores son linealmente independientes, de modo que A es diagonalizable.

Podemos elegir
-1 1
(1)

D:Pﬁwz(_10>

y entonces

0 5
O
En general, ni P ni D son tnicas. No obstante, una vez se ha seleccionado P,
entonces D estd determinada completamente. El elemento de D situado en la fila 7,

columna j ha de ser el valor propio correspondiente al vector propio en la columna
j de P.
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2 -1 0
Ejemplo 40 Determinar si A= 3 —2 0 | es diagonalizable.
0 01

Solucién. Sabemos que {x; = (1,1,0),x2 = (0,0,1)} es una base del subespacio
propio correspondiente al valor propio A = 1 de multiplicidad 2 y x3 = (1, 3,0) es una
base correspondiente a Sy—_1. Estos tres vectores son linealmente independientes,
por lo que A es diagonalizable. Si elegimos

101 10 0
P=|10 3 = Pl'AP=101 0
010 00 —1

Od
El proceso de determinar si un conjunto dado de vectores propios es linealmente
independiente se simplifica con estos dos resultados:

Teorema 4.3.2 Vectores propios de una matriz correspondientes a valores propios
diferentes son linealmente independientes.

Por consiguiente, cualquier matriz real n X n que tenga n valores propios de multi-
plicidad 1 es diagonalizable.

Teorema 4.3.3 Si A es un valor propio de multiplicidad k de una matriz A n X n,
entonces el numero de vectores propios linealmente independientes de A correspon-
dientes a A\ es n — rango(A — ).

Ejemplo 41 Sea

3 -2 0
A= -2 3 0
0 05

Diagonalizar la matriz A, es decir, calcular una matriz diagonal D y la correspon-
diente matriz de paso P tal que D = P~'AP.

Solucién. La matriz de paso estarda formada por los vectores propios encontrados,

1 10 ;5 30
P=1-10]= P'=4% -5 0]|=
0 01 0 01
Lo 3 -20 1 10 100
D=P'AP=| § -5 0 -2 30 1 -1 0]={0250
0 01 0 05 0 01 005

El teorema se puede formular de varias maneras, todas ellas equivalentes.
Asi, la matriz A n x n es diagonalizable si y sélo si es posible construir una base de
R™ formada por vectores propios de A.

También se puede demostrar que A es diagonalizable si y sélo si la multiplici-
dad de cada valor propio de A coincide con la dimensién de su subespacio propio
correspondiente.
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4.4. Ortogonalidad.

Ya se vio en el tema de los espacios vectoriales la nocién de vectores ortogonales.
Recordemos que dos vectores u, v son ortogonales si y sélo si su producto escalar
es cero, esto es, u.v = 0. Esta nocion se puede extender a un conjunto arbitrario
de vectores. Asi, un conjunto de vectores se llama ortogonal si cada vector en el
conjunto es ortogonal a cualquier otro vector del conjunto.

Ejemplo 42 Los vectores {x,y,z} de R? siguientes
x=(1,1,1), y=(1,1,-2), z=(1,—1,0)
forman un conjunto ortogonal de vectores. Por contra, el conjunto {a,b,c}
a=(1,1,0,1), b=(-1,1,2,0), c=(1,1,0,2)
no es ortogonal, ya que a.c # 0.

Un conjunto ortogonal de vectores unitarios se llama conjunto ortonormal. Por
tanto, el conjunto de vectores {vi,Vva,...,Vv,} es ortonormal si y sélo si v;.v; =0,
i;«éjyvi.vizl.

Ejemplo 43 El conjunto de vectores {u,v,w} de R?® definido por
1 1 1 1
57570)7 V:(ja_jv(}% W:(070>1)

es un conjunto ortonormal de vectores.

u=(

Cualquier conjunto ortogonal de vectores no nulos se puede transformar en un con-
junto ortonormal dividiendo cada vector por su norma.

Teorema 4.4.1 Un conjunto ortonormal de un nimero finito de vectores es lineal-
mente independiente.

Si el conjunto ortonormal de vectores es una base, se llama base ortonormal.
Se dice que una matriz cuadrada P es ortogonal si su inversa coincide con su

traspuesta, es decir,
pt=pT

0, equivalentemente,
PP =PTP=1.
4.4.1. Diagonalizacién de matrices reales simétricas.

Vimos antes que no todas las matrices cuadradas n X n cuyos elementos son
numeros reales son diagonalizables, obteniéndose una condicién necesaria y suficiente
para que lo sean. Cuando se considera una matriz cuadrada real que ademas es
simétrica, esa simetria da lugar a varias simplificaciones. En particular,

= todas las raices de la ecuacion caracteristica son reales
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= la matriz es diagonalizable

= es posible elegir n vectores propios formando un conjunto ortonormal, es decir,
existe siempre una base ortonormal de R™ formada por vectores propios de la
matriz.

Teorema 4.4.2 Todas las soluciones de la ecuacién caracteristica de una matriz
real simétrica son numeros reales, por lo que todos sus valores propios son reales.

Teorema 4.4.3 Para una matriz real simétrica los vectores propios correspondien-
tes a valores propios distintos son ortogonales.

Se dice que una matriz A es diagonalizable ortogonalmente si existe una
matriz ortogonal P tal que la matriz P~ AP es diagonal.

Teorema 4.4.4 Toda matriz A real y simétrica n X n es ortogonalmente diagona-
lizable, es decir, existe una matriz ortogonal P tal que la matriz D = P7YAP es
diagonal y real o, lo que es lo mismo, existe una base ortonormal de R™ formada por
vectores propios de A.

La forma de obtener esta matriz ortogonal es encontrando un conjunto ortonor-
mal de vectores propios de A.

Ejemplo 44 La matriz real simétrica

4
A=11
0

(R N
w o o

es ortogonalmente diagonalizable.

Solucién. En efecto, sus valores propios son A\; = 5 (con multiplicidad 1) y A2 = 3
(con multiplicidad 2), mientras que sus subespacios propios son

S)\5 = <(17170)>
Sys = ((1,-1,0),(0,0,1))

con lo que
{u; = (1,1,0), ug = (1,—-1,0), uz = (0,0,1)}

forman una base de R? constituida por vectores propios, que ademds son ortogonales.
A partir de ésta formamos una base ortonormal dividiendo cada vector por su norma:

1 1
{Vl = \ﬁ(l, 1,0), Vo = ﬁ<1, —1,0), V3 = (0,0, 1)}

y la correspondiente matriz de paso ortogonal

P=

o S-S
|

o S-S

= o O
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de manera que

=P AP = PTAP.

o w o
w o o

O

Cuando todos los valores propios tienen multiplicidad 1 los subespacios propios

tienen dimensién 1 y al localizar un vector en cada uno de ellos, éstos son ortogonales,

de modo que al dividirlos por sus normas se obtienen vectores propios ortonormales,

los cuales constituyen las columnas de P. Cuando la dimension de un subespacio

propio es mayor o igual que 2 se han de tomar vectores en ese subespacio de manera
que sean unitarios y ortogonales, lo cual puede hacerse de infinitas maneras.

Ejemplo 45 Diagonaliza ortogonalmente la matriz simétrica

3 =2 0
A= -2 3 0
0 0 5
Solucién. Ya sabemos que los subespacios propios de esta matriz son:
Sh=1 = ((1,1,0)), Sx=s = ((1,—1,0),(0,0,1)). Vamos a comprobar si son orto-
gonales:
(1,1,0).(1,-1,0) =0, (1,1,0).(0,0,1) =0, (1,-1,0).(0,0,1)=0.

Por tanto buscaremos los vectores unitarios:

1 1 1 1 1
(530 t=pP= L L o|=pP=| L 1o
i vl 3 20\ (5 50 10 0
D=PTAP=| L =L 0 -2 30 T o l=lo 5 0
V2 V2 VZ V2
0 0 1 0 0 5 0 0 1 00 5

|

Ejercicio 16 Diagonaliza ortogonalmente la matriz

4
A=1 2
2

(NI N}
=N DN

4.5. Introduccion a las cadenas de Markov

Las cadenas de Markov constituyen una poderosa herramienta que posibilita el
estudio del comportamiento de un sistema econdmico en una situacién dindmica.
Mas especificamente, a partir del comportamiento pasado del problema planteado
podemos describir su comportamiento futuro, siempre que éste se ajuste a ciertas
hipotesis de funcionamiento implicitas en toda modelizacién econémica. Por otra
parte, su aplicacién al estudio del comportamiento de diversos sistemas sociales
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(movimientos de poblacién, preferencias politicas, fidelidad a una marca determi-
nada, etc.) posibilitan el diseno de estrategias, marketing, analisis de precios, etc.,
para “influir” de alguna forma en el sistema que interesa.

Desde un punto de vista matematico, las cadenas de Markov constituyen una
sencilla aplicacion de la teoria de los valores y vectores propios y combinan la teoria
de la probabilidad con el calculo matricial. Una comprension elemental de las cadenas
de Markov sélo requiere nociones elementales de la teoria de la probabilidad; en
particular, sélo hace falta saber que una probabilidad cuantifica la posibilidad de
que ocurra un cierto suceso, que es un nimero comprendido entre 0 y 1 y que, si el
conjunto de todos los sucesos posibles esta limitado a un nimero finito y ademés son
mutuamente excluyentes, entonces la suma de todas las probabilidades es 1. Para
demostrar los teoremas relevantes acerca de las cadenas de Markov se necesita mucho
mas aparato probabilistico, de modo que aqui nos vamos a limitar a un tratamiento
elemental.

Definicién 8 Una cadena de Markov finita es un conjunto de objetos (por ejemplo,
personas), un conjunto de periodos temporales consecutivos (por ejemplo, intervalos
de cinco anos) y un conjunto finito de diferentes estados (por ejemplo, empleados y
desempleados) tales que

(i) durante cualquier periodo temporal dado cada objeto sdlo estd en un estado
(aunque objetos diferentes pueden estar en estados diferentes), y

(ii) la probabilidad de que un objeto pase de un estado a otro (o permanezca en
el mismo estado) al cabo de un periodo temporal sélo depende de los estados
wnicial y final.

Denotamos los estados como estado 1, estado 2, estado 3, ..., estado N y designa-
mos por p;; la probabilidad de pasar en un periodo temporal desde el estado j hasta
el estado i (4,5 = 1,2,...,N). La matriz P = (p;;) se llama matriz de transicion.
Asi pues, una matriz de transicion para una cadena de Markov de N estados es una
matriz N x N con elementos comprendidos entre 0 y 1; la suma de los elementos en
cada columna es 1.

Ejemplo 46 Construir una matriz de transicion para la siguiente cadena de Mar-
kov. Un gestor de control de trdfico clasifica cada dia como despejado o nublado. Los
datos recopilados en el transcurso del tiempo muestran que la probabilidad de que se
tenga un dia despejado tras un dia nublado es 0.6, mientras que la probabilidad de
que se tenga un dia despejado tras otro dia despejado es 0.9.

Solucién. Aunque podemos imaginar muchas otras clasificaciones, tales como 1lu-
vioso, muy nublado, parcialmente soleado, etc., este gestor en particular ha optado
por solamente dos, de manera que sélo tenemos dos estados: despejado y nublado, y
cada dia ha de pertenecer a una y solo una de estas dos categorias. Fijamos arbitra-
riamente “despejadogomo estado 1 y “nubladogomo estado 2. La unidad natural de
tiempo es 1 dia. De los datos del problema sabemos que p13 = 0,6, de manera que
p2g = 0,4, porque después de un dia nublado el siguiente ha de ser o bien despejado
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o bien nublado y la probabilidad de que ocurra uno u otro de estos dos sucesos es
1. De forma similar, sabemos que p1; = 0,9, de manera que ps; = 0,1. Asi pues, la

matriz de transicion es
0,9 0,6
P= < 0,1 04 > )
Od

Las potencias enteras de una matriz de transicién tienen las mismas propiedades
que una matriz de transicién: todos los elementos estan comprendidos entre 0y 1, y
la suma de todos los elementos de una columna dada es igual a 1. Ademas se tiene
el siguiente

Teorema 4.5.1 . Si P es una matriz de transicion de una cadena de Markov finita
y St pg?) denota el elemento ij de PF (la potencia k-ésima de P), entonces pg?) es

la probabilidad de moverse al estado i desde el estado j tras k periodos temporales.

Para la matriz de transicién creada en el ejemplo [46] la segunda potencia resulta

ser
> (087 0,78
P = < 0,13 0,22

Por consiguiente, p(122) = 0,78 es la probabilidad de que se tenga un dia despejado

(2)

dos dias después de un dia nublado, mientras que p222 = (0,22 es la probabilidad de
que se tenga un dia nublado. Calculando la décima potencia de esta misma matriz
de transicién y redondeando a cuatro cifras decimales se tiene

plo _ ( 0,8571 0,8571 )
0,1429 0,1429
Como pgllo) = p%o) = 0,8571 se deduce que la probabilidad de tener un dia despejado
10 dias después de un dia despejado es igual a la probabilidad de tener un dia
despejado 10 dias después de un dia nublado.

Un objeto en una cadena de Markov ha de estar en un solo estado en un tiempo
dado, pero ese estado no siempre es conocido con exactitud. A menudo se propor-
cionan probabilidades para describir la posibilidad de que un objeto esté en uno
cualquiera de los posibles estados en un instante dado. Un wector distribucion d
para una cadena de Markov de IV estados en un instante dado es un vector cuyas N
componentes (una por cada estado) proporcionan la probabilidad de que un objeto
del sistema esté en cada uno de los respectivos estados en ese instante. Dicho de otra
forma, la i-ésima componente es la probabilidad de que un objeto esté en el i-ésimo
estado en ese instante.

Ejemplo 47 Obtener el vector distribucion para la cadena de Markov descrita en
el ejemplo [{0] si se sabe que el dia de hoy es nublado.

Solucién. Los objetos en el sistema son dias, que son clasificados como despejados
(estado 1) o nublados (estado 2). Se nos dice que el dia de hoy es nublado, de manera
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que la probabilidad de que el dia sea nublado es 1 y la probabilidad de que el dia
sea despejado es 0. Por consiguiente,

(V).

Periodos temporales diferentes pueden tener vectores distribucién diferentes, de
manera que denotaremos por d®) un vector distribucién tras k periodos temporales.
En particular, dV) es un vector distribucién tras un periodo temporal, d® es un
vector distribucién tras 2 periodos temporales y d(10)
10 periodos temporales. Un vector distribucion inicial para una cadena de Markov se
designa por d®. Los vectores distribucién correspondientes a periodos temporales
diferentes estan relacionados.

a

es un vector distribucion tras

Teorema 4.5.2 . Si P es una matriz de transicion para una cadena de Markov,

entonces
d® — pkq© — pq-1)

donde P* denota la potencia k-ésima de P.

Para el vector distribucion y la matriz de transiciéon creados en los ejemplos
y [47] calculamos

1 _ o _ ( 0,9 06 0\ (06
d = Pd = < 0,1 04 1) \04
2 _ 21(0) _ 0,87 0,78 0 _ 0,78
d prd ( 0,13 0,22 1 0,22
410 _  plogo) _ 0,8571 0,8571 0 _ 0,8571
0,1429 0,1429 1 0,1429
Si empezamos con un dia nublado, entonces las probabilidades de tener un dia
nublado tras un periodo temporal, 2 periodos temporales y 10 periodos temporales

son, respectivamente, 0.4, 0.22 y 0.1429.
La potencia 10 de la matriz de transiciéon creada en el ejemplo [46| es

plo _ 0,8571 10,8571
~\0,1429 0,1429

Si seguimos calculando potencias méas altas de P veremos que cada una de ellas es
idéntica a P'0 cuando se redondea cada elemento a cuatro cifras decimales. Podemos
escribir entonces que

lim P" =

n—oo

0,8571 0,8571
0,14290 0,1429

No todas las matrices de transicién tienen potencias que convergen a una matriz
limite L. Una matriz de transicién para una cadena de Markov finita es regular is
ella o una de sus potencias contiene solamente elementos positivos. Las potencias de
una matriz regular siempre convergen a una matriz limite L.
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La matriz de transicién creada en el ejemplo [46] es regular porque todos sus
elementos son positivos. Por contra, la matriz de transicién

~(23)

no es regular porque cada una de sus potencias es o bien ella misma o bien la matriz
identidad 2 x 2, y ambas contienen ceros.

Por definicién, alguna potencia de una matriz regular P, digamos la m-ésima,
contiene solamente elementos positivos. Como los elementos de P son no negativos,
de la multiplicacién de matrices se sigue que cualquier potencia de P mayor que
m también ha de tener todos sus elementos positivos. Mas atn, si L = limy_,oo P,
entonces también es cierto que L = limy_,o, P*~!. Por consiguiente,

L= lim P*= lim (PP 1) =P ( lfm Pk_1> = PL (4.3)
k—o0 k—o0 k—o0
Denotemos las columnas de L como X1, Xo,...,Xy, respectivamente, de manera que

L = (x1x2 --- xy). Entonces (4.3) se puede escribir como
(X1X2 XN) = P(X1X2 XN)

de donde x; = Px; (j = 1,2,...,N), o bien Px; = 1x;. De esta manera, cada
columna de L es un vector propio de P correspondiente al valor propio 1. Hemos
probado asi una parte del importante resultado siguiente.

Teorema 4.5.3 Si una matriz de transicion P N x N es reqular, entonces las po-
tencias enteras sucesivas de P convergen a una matriz limite L cuyas columnas son
vectores propios de P asociados al valor propto X = 1. Las componentes de este
vector propio son positivas y suman 1.

Mas todavia: si P es regular, entonces su valor propio A = 1 tiene multiplicidad
1 y hay solamente un vector propio linealmente independiente asociado a él. Este
vector propio estd dado en térmios de una constante arbitraria, que se determina de
forma tnica exigiendo que la suma de las componentes sea 1. Asi, cada columna de
L es el mismo vector propio.

Definimos el vector distribucion del estado limite para una cadena de Markov de
N estados como

d®) = lim 4™

n—oo
cuando el limite exista. Esto siempre ocurre cuando P es regular. Entonces las
componentes de d(® son las probabilidades limite de que un objeto en el sistema
esté en cada uno de los estados tras un gran nimero de periodos temporales. Més
aun,

d® = lim d™ = lfm (P"d©®) = (h’m P”) d©® = £4©

n—0o0 n—o0 n—oo
Cada columna de L es idéntica a las otras, de manera que cada fila de L contiene
un solo nimero repetido N veces. Combinando esto con el hecho de que d(© tiene
componentes que suman 1, se sigue que el producto Ld(©®) es igual a cada una de las
columnas idénticas de L.
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Ejemplo 48 Encontrar el vector distribucion del estado limite para la cadena de

Markov del ejemplo [46,

Solucion. La matriz de transicion es
0,9 0,6
P= < 0,1 04 >

que es regular. Los vectores propios de esta matriz tienen la forma

(2)

Los vectores propios correspondientes a A = 1 satisfacen la ecuacién matricial (P —
1I)x = 0 o, equivalentemente, el conjunto de ecuaciones

—0,lx+ 06y = O
0,lzx—06y = 0

Resolviendo el sistema (por ejemplo mediante eliminacién gaussiana), se tiene que
x = 6y, con y arbitraria. Asi,
6
x = ( y ) |
Yy

Si elegimos y de manera que la suma de las componentes de x sea 1, se tiene 7Ty = 1
oy = 1/7. El vector propio resultante es el vector distribucién del estado limite,

esto es,
(0) _ 6/7
a = (Vs
y
I— 6/7 6/7
S\ 17 1yt )
A largo plazo seis de cada siete dias estard despejado y uno de cada siete estard nu-
blado. O

4.6. Aplicacion econémica de las cadenas de Markov

Vamos a estudiar ahora desde esta perspectiva el problema de la fidelidad a una
marca determinada en el consumo de un producto (por ejemplo, un detergente).

Supongamos que este producto es ofertado por cuatro empresas que abastecen,
en un alto porcentaje, su demanda. Las cuatro empresas, que denominaremos X, Y,
W vy Z, lo comercializan bajo cuatro marcas diferentes, con nombres respectivos A,
B, CyD.

Imaginemos que se realiza un analisis sobre 2000 consumidores de ese producto,
obteniéndose los siguientes resultados:

» Consumen marca A: 475 personas.

= Consumen marca B: 550 personas.
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» Consumen marca C: 485 personas.
= Consumen marca D: 490 personas.

Tras sucesivos muestreos repetidos en diferentes periodos, se observa la siguiente
evolucién de la demanda de las citadas marcas:

’ | Aumentos | Disminuciones ‘ ‘

A B C D|A B C D] Total
0 10 5 10| 0 5 20 30| 445
5 0 5 5|10 0 5 25| 525
20 5 0 15| 5 5 0 10| 505
30 25 10 0|10 5 15 0] 525

Cawm =

en donde indicamos por filas los aumentos o disminuciones que ha sufrido cada
marca y de dénde o hacia dénde han ido las preferencias de los consumidores. Por
ejemplo, si leemos la fila de la marca C sabemos que ha sufrido un aumento de 40
consumidores (20 de la marca A, 5 de la B y 15 de la D), mientras que sufre una
disminucién de 20 usuarios de su marca (5 se han cambiado a la marca A, 5 ala B
y 10 a la D).

Si aceptamos que la preferencia de los consumidores se estabiliza en el tiempo,
los datos anteriores se pueden resumir en la siguiente tabla:

A B C D
420 10 5 10
5 510 5 5

20 5 465 15
30 25 10 460
Total | 475 550 485 490

Saowe=

donde hemos indicado en la diagonal principal los consumidores que se mantienen
fieles a su marca (los que tenia al principio menos las disminuciones sufridas).

A partir de estos datos podemos calcular la matriz de transicién de un periodo a
otro, que nos indicard las probabilidades de retencion o de transicién de clientes para
cada marca, esto es, la fraccion de clientes que seguramente siguen consumiendo la
misma marca o que se cambian a otras. Esta matriz se puede obtener dividiendo cada
elemento de la tabla anterior por la suma total de la columna a la que pertenece.
En nuestro caso resulta (redondeando a cuatro cifras decimales)

0,8842 0,0182 0,0103 0,0204
0,0105 0,9273 0,0103 0,0102
0,0421 0,0091 0,9588 0,0306
0,0632 0,0454 0,0206 0,9388

y cada elemento p;; representa la probabilidad de que un consumidor de la marca j
se pase a la marca i, para i,j = 1,2,3,4 (A,B,C,D) y los elementos de la diagonal
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principal indican la probabilidad correspondiente a la fidelidad de los consumidores
a su propia marca.

Con ayuda de esta matriz podemos estudiar el comportamiento de los consumi-
dores, y por tanto definir nuevas estrategias empresariales en su competencia con
las otras marcas.

Si denominamos b(®) al vector de 4 componentes que nos proporciona las distintas
situaciones en el periodo k-ésimo (la cantidad de clientes que posee cada empresa),
medidos éstos en unidades convenientes (meses, anos, etc.), tendremos

b — ppO
b® — p2pO
b® = pP3pO

y en general
b — prp©)

Si P es diagonalizable, entonces
P" = QDnQ—l

donde D es la matriz diagonal conteniendo los valores propios de P en su diagonal
principal y @ es la matriz de cambio de base formada por los vectores propios
asociados a esos valores propios. En nuestro caso

—0,208258 0,122896 —0,12674 0,769566
—0,219646 —0,00427674  0,247561 —0,00421248

@= —0,722763 —0,758539  0,616107 —0,143024
—0,621287 0,639919 —0,736928 —0,622329

1 0 0 0

D 0 0,926216 0 0

0 0 0,917195 0

0 0 0 0,865689

con lo que las potencias sucesivas de P vienen dadas por

0,783724 0,0339892 0,0195906 0,03769

p? _ 0,020099  0,860633 0,0197451 0,0195636
0,0796198  0,019319  0,920455 0,0590182
0,116558 0,0860586 0,0402091  0,883728
0,696532 0,0476713 0,0279823 0,0523175
p3 0,0288759  0,799499 0,0284062  0,028159
0,113084 0,0304191 0,884767 0,0853935
0,161508  0,122411 0,0588443 0,83413
0,620859 0,0595124 0,0355725 0,0646674
pto_ 0,0369023  0,743438 0,0363482 0,0360488
0,142954 0,042194 0,851552  0,109859

0,199285 0,154856 0,0765273  0,789425
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y asi
bM)  ~ (445,525,505, 525)
b~ (419,502,524, 555)
b®  ~ (396,481,541,581)
b~ (377,462,558, 604)

dado que el vector distribucién inicial estd dado por b(®) = (475,550, 485,490) (el
numero de consumidores de cada marca en el instante inicial).

. Cuadl es la tendencia a largo plazo del sistema? Nos podemos plantear si el siste-
ma llegard a estabilizarse, esto es, si llegard un momento en el que las proporciones
de mercado de cada una de las marcas se mantienen constantes.

Para resolver este problema podemos estudiar directamente las potencias de la
matriz P (con ayuda de un ordenador) o bien aplicar la teoria precedente relativa a
la matriz limite L en una cadena de Markov y céomo calcularla.

Procediendo de la primera manera, observamos que

0,117538  0,11765 0,117473 0,117552
0,123936 0,124107 0,123937 0,123935
0,407858 0,407042 0,408259 0,407772
0,350668 0,3512 0,350331 0,350742

ploo _

mientras que

0,117537 0,117642 0,117477  0,11755
0,123938 0,124095 0,123938 0,123937
0,407861 0,407101 0,408232 0,407781
0,350664 0,351162 0,350352 0,350732

Por ello podemos considerar que el mercado se estabiliza sobre el valor b(100) ~

(235,248,815,701).
Si procedemos de la segunda forma, hemos de calcular el vector propio de P
asociado al valor propio A = 1. Este resulta ser

x = y(—0,208258, —0,219646, —0,722763, —0,621287)

(primera columna de la matriz Q). Elegimos y de manera que la suma de las com-
ponentes de x sea 1: y = —1,77195. Asi pues,

d®>) = (0,11753,0,123957, 0,40789, 0,350623)
la matriz limite viene dada por

0,11753  0,11753  0,11753  0,11753
0,123957 0,123957 0,123957 0,123957
0,40789  0,40789  0,40789  0,40789
0,350623 0,350623 0,350623 0,350623

L =
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y el estado final es
b(>®) = (235,248,816, 701)

Observemos la similitud de ambos resultados y la mayor sencillez del segundo pro-
cedimiento.

Desde un punto de vista econdémico, si las hipétesis del modelo propuesto perma-
necen validas, se puede concluir que las empresas A y B disminuirann notablemente
su clientela (casi en un 50 %), mientras que las empresas C y D aumentardn sus
ventas en una proporcion similar. Es preciso remarcar que este estado de equilibrio
(que como se observa es independiente de los valores iniciales) se produce si no existe
ninguna perturbacién en el sistema estudiado (promociones, descuentos, publicidad,
ete.).

4.7. Problemas
1. Dada la matriz
4
3 -9
1 -3

S O =

determinar sus valores propios asi como una base del subespacio propio aso-
ciado a cada uno de ellos.

2. Calcular los valores propios, los subespacios propios y, si es posible, construir
una base de R?® formada por vectores propios de cada una de las matrices

siguientes:
1 0 1 5 1 2
A= 01 5|, B=|0 31
0 0 10 0 05
iSon diagonalizables?
2 -2 6
3. SealamatrizA=| 0 a 4—a |,a>0.
0 a —a

a) Estudia su diagonalizacién en funcién de los valores de a.

b) Diagonalizar A (si es posible) cuando a = 4, hallando explicitamente la
matriz de cambio de base.

4. Estudiar en funcion del parametro real a la diagonalizabilidad de las matrices

1 0 0 a —a a
A= a 1 0], B=|a —a a
1 1 2 2 =1 0
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5.

10.

11.

Estudiar para qué valores de los parameros reales a y b las matrices siguientes
son diagonalizables:

5 0 0 a b 0
0o -1 b |, 01 2
3 a 0 0 2
. Dada la matriz
a b 0
A= c a b
0 c a

., Qué relaciones deben verificarse entre los parametros a,b y ¢ para que A
tenga una valor propio de multiplicidad 37

7 —6
M‘( 12 10)

calcular su potencia de exponente 275.

Dada la matriz

. Sabemos que la matriz

a 1 p
M = b 2 ¢
c —1 r

admite como vectores propios (1,1,0), (—=1,0,2) y (0,1, —1). Hallar los ele-
mentos de dicha matriz asi como sus valores propios.

3 -2
=)
a) Obtener P(A), donde P(x) = 3 + 2x — 522,

b) Calcular su inversa.

. Dada la matriz

3 -2 0 3 -1 0
Diagonalizar las matrices A= -2 3 0 |,B=| -1 3 0
0 0 5 0 0 2

a) ;Es posible diagonalizarlas ortogonalmente? Si es asi, determinar la ma-
triz de cambio de base ortogonal.

b) Calcular p(A) = AT + 445 —2A + 3A2

1 1 1
Dada la matriz A = 0 1+a 1
0 0 a

a) Estudiar su diagonalizacion en funcién de los valores de a

b) Diagonalizarla para a = 1, si es posible, calculando explicitamente la
matriz de paso y su inversa. Comprobar la diagonalizacién.
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4.8.

1.

4.

Aplicaciones a la economia. Cadenas de Markov

Supongamos un mercado duopolista, en el que dos empresas A y B fabrican
la totalidad de un cierto producto. Supongamos también que el producto se
adquiere mensualmente, y que por medio de estudios de mercado se ha llegado
a las siguientes conclusiones sobre la intencién de compra de los consumidores.

s El 50% de los consumidores que compran durante un mes el producto
fabricado por la empresa A volverd a hacerlo asi al mes siguiente, y el
resto cambiara al fabricado por la empresa B.

s El 25% de los consumidores que compran durante un mes el producto
fabricado por la empresa B volvera a proceder asi al mes siguiente y el
resto cambiara al fabricado por la empresa A.

Sean 50 y 100 las cuotas de mercado de las empresas A y B, respectivamente,
durante el mes de octubre de 2006. ;Cudles seran las cuotas de mercado de
cada una de las empresas al cabo de diez meses, es decir, en el mes de agosto
de 20077

. Dos marcas de tabaco controlan el mercado repartiéndoselo al 60% y 40 %

respectivamente. Este ano en el mercado se mueven 500 millones de euros. Si
los consumidores de la marca A son cada ano fieles en un 30% y los de la
marca B son fieles en un 40 %. ;Cémo se repartiran el mercado al cabo de 5
anos las dos marcas suponiendo que su volumen se mantiene constante?

. Consideremos la siguiente cadena de Markov. Cada cuatro anos, los votantes

de un pueblo de Nueva Inglaterra (EE. UU.) eligen un nuevo alcalde, debido a
que una ordenanza municipal prohibe a los alcaldes sucederse a si mismos. Los
datos de elecciones anteriores indican que un alcalde Demdcrata es sucedido
por otro Demdcerata el 30 % de las veces y por un Republicano el 70 % de las
veces. Por otra parte, un alcalde Republicano es sucedido por otro Republicano
un 60 % del tiempo y por un Demdcrata el 40 % de las veces. Se pide:

a) Construir la matriz de transicién.

b) Determinar la probabilidad de que haya un alcalde Republicano 8 afios
después de que haya un Republicano en la alcaldia. Idem tras 12 anos.

¢) Determinar un vector distribucién inicial si el pueblo tiene ahora mismo
un alcalde Demdcrata. Mostrar que las componentes de dW) son las proba-
bilidades de que el siguiente alcalde sea un Republicano y un Democrata,
respectivamente.

d) Obtener el vector distribucién limite, y usarlo para determinar la proba-
bilidad de tener un alcalde Republicano a largo plazo.

Ante el buen resultado de sus empresas, el senor Oriol piensa acometer un am-
bicioso proyecto de inversiones que la comprende la adquisicién de la cadena
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de supermercados MERCADSA, la cual en la actualidad tinicamente disfru-
ta del 25% de cuota de mercado, estando el 75 % restante ocupado por la
multinacional MARKETS CO.

El objeto de dicha actuacién es conseguir, con la nueva gestién del equipo eje-
cutivo de las empresas ORIOL, alcanzar una cuota de mercado predominante,
es decir, superior al 50 %.

Para asegurarse la consecucion de dicho objetivo, el senior Oriol realiza una
consulta a PRIVASA, la cual, tras un intenso estudio sobre cémo va a evo-
lucionar en el tiempo el comportamiento del mercado, llega a las siguientes
conclusiones basicas:

= La evolucién dindmica en el tiempo estd caracterizada por una cadena de
Markov.

= Como consecuencia del cambio cualitativo de gestién, a MERCADSA se
le supone con capacidad para retener anualmente el 72 % de la cuota de
mercado del afio anterior, perdiendo Unicamente el 28 % restante en favor
de MARKETS CO., la cual a su vez retendra un 58 % de la cuota del afio
precedente.

s El comportamiento definido por las anteriores probabilidades permanece
constante en el tiempo.

Se pide:

a) Construir la matriz de transicién que describe el cambio en las cuotas de
mercado de los dos supermercados.

b) {Qué cuota de mercado alcanzard MERCADSA después de un ano de
gestion del equipo ejecutivo del senor Oriol? En consecuencia, ;conse-
guirda MERCADSA alcanzar su objetivo inicial en ese corto periodo de
tiempo?

¢) Si se contempla un horizonte temporal a largo plazo, jqué cuota de mer-
cado serd capaz de abarcar?

5. Estudiemos los mercados de mantequilla y margarina de un determinado pais;
estos dos mercados estaban en equilibrio, pero una disposicién del consejo de
ministros sobre las grasas comestibles ha generado considerables distorsiones
en los mismos. La distorsién en cualquiera de esos mercados en el periodo t+1
es una funcién de la distorsion en los dos mercados en el periodo anterior, y
mas concretamente segin las relaciones

xy1 = 0,6z¢ + 0,5y
Y1 = 0,8z + 0,3y,

siendo z, y las distorsiones en los mercados de mantequilla y margarina res-
pectivamente. ;Desaparecerdan estas distorsiones a largo plazo?
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6. En una determinada comunidad auténoma espafiola el 20 % de las rentas fami-
liares anuales en 2006 son inferiores a 20000 euros, el 75 % est4 comprendido
entre 20000 y 40000 euros y el 5% restante supera esta cifra. A estos tres
tramos de renta se les denomina tramos de renta baja, media y alta respecti-
vamente.

Se sabe que ano tras ano, el 60 % de las familias con renta baja permanece
en dicho tramo, mientras que un 30 % pasan a renta media y un 10 % a renta
alta. De las familias con renta media, un 40 % permanecen en este tramo, un
30 % pasan a renta baja y un 10 % a renta alta. Por ultimo, el 60 % de familias
conrenta alta siguen siéndolo, mientras que un 10 % pasan a renta baja y un
30% a renta media.

a)

b)

c)

,Cual sera el porcentaje de las familias en cada uno de los tramos en
20077 ;Y en 20087

Las autoridades de la comunidad auténoma estan preocupadas por el
tema de la distribuiéon futura de la renta y estdn pensando en aplicar
medidas correctoras, ya que creen que la situacion actual puede empeorar
las cosas en el futuro. Para ello deben conocer lo que sucederd al cabo de
20 anos. Calcularlo.

Calcular también el porcentaje de las familias que estara en cada uno de
los tramos al cabo de ese tiempo.

7. Los obreros, dentro de la poblaciéon activa de un pais, se clasifican en dos
categorias profesionales: obreros especializados (x) y obreros no especializados
(y). Se sabe que:

Cada trabajador activo tiene sélo un hijo.

Los hijos de los obreros especializados se reparten en las dos categorias
segun los porcentajes 60 % y 40 %.

Para los hijos de los obreros no especializados estos porcentajes son 40 %,
60 %. Se pide:

Escribir el vector que representa las categorias profesionales de los obreros
del pais.

Plantear el modelo que representa la distribucion de esta fuerza del tra-
bajo del pais de generacién en generacion.

Si en 2000 hay 3 millones de obreros especializados y 6 de obreros no
especializados jcuantos habra en la siguiente generacién? ;Y al cabo de
5 generaciones? ;Qué sucederd a largo plazo?

8. La Unién Europea, Estados Unidos y Japén estdn muy preocupadas por las
repercusiones que una nueva subida en los precios del petrdleo pueden tener
sobre sus economias. Cada una de estas comunidades ha definido una renta que
consideran ‘normal’ (en ausencia de efectos exdgenos extranos) y esta intere-
sada en estudiar los efectos que sobre y; = Y; — Y puede tener esta subida del

108



MatemdticastB. APLICACIONES A LA ECONOMIA. CADENAS DE MARKOV

10.

11.

petroleo, siendo Y; la renta del periodo t, Y la renta ‘normal’ e y; la desviacién
de aquélla respecto a ésta. El problema se complica debido a la gran interrela-
cién que existe entre estas economias, donde las crisis se propagan de unas a
otras con gran rapidez. Estas ideas aparecen expresadas mateméticamente en
las relaciones

yet+1 = 04yp:+0.2yu: + 0,2y,
yui+1 = 0,1lyg:+ 0,3yus + 0,2y
Y1 = 02yp: +0,2yu: + 0,3y

Estudiar si ante distorsiones en el sistema éste tiende a volver al equilibrio a
largo plazo.

. El 1 de enero un pais decide cambiar su estructura impositiva y establecer dos

Unicos impuestos, sobre la renta del trabajo y sobre las ganancias de capital. En
funcién de una serie de factores relacionados con la marcha de la economia, los
agentes econémicos toman sus decisiones de trabajar e invertir; al no responder
cada comportamiento individual de la misma forma ante distintos factores, lo
que se observa es un agregado en el que de una semana a otra el 30 % de las
rentas de trabajo pasan a ser rentas del capital, y un 10 % de las ganancias de
capital se convierten en rentas de trabajo. Sabiendo que el 1 de enero las rentas
del trabajo ascendian a 1000 unidades monetarias y las rentas del capital a 500
unidades monetarias, que el impuesto sobre aquéllas es del 10 % y sobre éstas
del 20 % y que el impuesto se recauda teniendo en cuenta la tltima semana
del ano, ;cudl sera la recaudacién del Gobierno?

Una agencia naviera tiene sus barcos distribuidos entre los puertos de Barce-
lona, Malaga y Mallorca. De los barcos que al comienzo de cada mes estdn en
Barcelona, al final de mes sélo vuelve la mitad, un 20 % se va a Mdlaga y el
resto a Mallorca. De los que al principio de mes estdn en Malaga, al final de
mes hay un 20 % en Barcelona, un 40 % en Mallorca y el resto vuelve a Mélaga.
Finalmente, de los barcos que hay en Mallorca, un 80 % regresa a puerto y el
resto va a Barcelona. Suponiendo constante el nimero de barcos se pide:

a) Plantear un modelo matricial que represente la distribucién de la flota.

b) Sabiendo que en el instante actual hay 350, 500 y 200 barcos respectiva-
mente en Barcelona, Malaga y Mallorca, determinar el niimero de barcos
que habra en cada puerto dentro de 3 meses. Determinarlo también para
dentro de un ano.

¢) Cudl serd la flota de barcos en cada puerto a largo plazo?

En una poblacién animal, la edad maxima alcanzada por sus individuos es de
12 anos, y la poblacién se clasifica en cuatro grupos de edades:

pequenos: de 0 a 3 anos.
jovenes: de 3 a 6 anos.

adultos: de 6 a 9 anos.
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ancianos: de 9 a 12 anos.

Ademsds se ha observado que la relacién existente entre la poblacién que hay
en un peiodo k con respecto a la que habia en el periodo anterior k£ — 1 es la
que se recoge en la tabla siguiente, expresada en porcentaje, y entendiéndose
que un periodo es un trienio

periodo k£ — 1

pequenos jovenes | adultos | ancianos
periodo | pequenos 0.25 0.25 0.25 0.25
k jovenes 0.25 0 0.5 0.25
adultos 0.25 0.5 0.25 0
ancianos 0.25 0.25 0 0.5

Se pide:

a) Formular mateméaticamente un modelo que represente la evolucién tem-
poral de la poblacion.

b) (Cudl es la distribucién de la poblacién a largo plazo si en la actualidad
(k = 0) la proporcién de individuos en cada uno de los cuatro grupos es
del 20 %, 20 %, 20 % y 40 %, respectivamente?
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Capitulo 5

FORMAS CUADRATICAS

5.1. Definicién.

En este tema aplicaremos los resultados obtenidos con las matrices simétricas
al estudio de las ecuaciones cuadraticas y de las formas cuadraticas. Las formas
cuadraticas surgen de una gran variedad de problemas de fisica, geometria, estadisti-
ca, etc. En particular, aparecen en los problemas de optimizacion de dos variables,
importantes en muchos campos de la economia.

Se dice que una ecuacién de la forma

ax2—|—2b:vy+cy2+d:v+ey+g:0, a,b,c,d,e,g € R
es una ecuacion cuadratica en x e y. La expresion
—_ 2 2
q(z,y) = ax® 4 2bxy + cy

se denomina forma cuadratica asociada.

Las gréficas de las ecuaciones cuadraticas en = e y se llaman cdénicas. Las
cOnicas mas importantes son la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la pardbola.
A éstas se las conoce como cdnicas no degeneradas. Las cénicas restantes se llaman
degeneradas e incluyen puntos aislados y pares de rectas.

La ecuacion de una forma cuadratica en x, y puede escribirse matricialmente

q(z,y)=(= y)(Z i><x>:XTAX.

Y

como

La matriz simétrica A se llama matriz de la forma cuadratica.
Las ecuaciones cuadraticas generales pueden reducirse mediante traslacién y giro
de ejes a formas cuadraticas, por lo que estudiaremos éstas con detalle.
En general, una forma cuadratica en R™ es una funcién ¢ : R” — R definida
por
q(x) = XTAX

donde A es una matriz simétrica de orden n y X es la matriz columna de coordenadas
de x = (x1,22,...,2,) € R™
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Ejemplo 49 Consideremos la forma cuadrdtica ¢ : R? — R dada por

q(x,y, 2) = T2 4 5y* — 4oy + 2622 4 30y2

Podemos escribir dicha forma cuadrdtica en la forma q(x,y,z) = (xy 2)A| vy |,

z
con
7 =2 13
A=| -2 5 15
13 156 0

5.2. Clasificacién de las formas cuadraticas.
Una forma cuadrética ¢ : R® — R es
» definida positiva si ¢(x) > 0 para todo x € R", x # 0.
» semidefinida positiva si ¢(x) > 0 para todo x € R", x # 0.
» semidefinida negativa si ¢(x) < 0 para todo x € R", x # 0.
» definida negativa si g(x) < 0 para todo x € R", x # 0.

» indefinida en cualquier otra situacion.

Ejemplo 50 La forma cuadrdtica q : R? — R dada por q(z,y) = 32% 4+ Ty> es
definida positiva, pues es claro que q(x,y) > 0 para todo (z,y) € R?, (z,y) # (0,0).
Del mismo modo, se ve claramente que la forma cuadrdtica ¢ : R® — R dada
por q(z,y,2) = —x? — 8y? — 1022 es definida negativa y que la forma cuadrdtica
q:R3 — R dada por q(z,y, z) = 22% + 322 es semidefinida positiva.

Con este ejemplo podemos darnos cuenta de que la propiedad de una forma
cuadratica de ser definida positiva o negativa se descubre inmediatamente cuando
ésta solamente tiene términos no acoplados. Mas en concreto, podemos decir que la
forma cuadratica ¢ : R® — R dada por

(1,22, 20) = M@t + Aoad + - - + Ay,

serd definida positiva (definida negativa, semidefinida positiva, semidefinida negati-
va) si y sélo si todos los coeficientes \; son niimeros positivos (negativos, no nega-
tivos, no positivos, respectivamente). Nétese que en este caso la matriz simétrica A
de la forma cuadrética es en realidad una matriz diagonal (cuyos elementos en la
diagonal principal son los nimeros \;).

Ejemplo 51 Consideremos la forma cuadrdtica ¢ : R3 — R dada por
q(z,y,2) = 62% + 5y® + 722 — doy + 4wz = XTAX
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con
6 —2 2

A= -2 5 0

2 07

En este caso no es posible afirmar a primera vista que esta forma cuadrdtica es
definida positiva (como de hecho lo es). Sin embargo, si escribiéramos nuestra forma
cuadrdtica como

( )32+2 12+61222+92 1+22
x,y,2)=3|-x+-y— ==z —x— -y — =% —xr— = -z
aey 3773V 73 3773V 3 3773V 3
resultaria evidente que es definida positiva, pues es una suma de cuadrados con
coeficientes positivos.

Este ejemplo nos muestra que la propiedad de que una forma cuadratica sea definida
positiva o negativa se descubre facilmente si escribimos la expresién que defina a la
forma como una suma de cuadrados. Se plantean asi dos preguntas naturales: 1) ;Es
siempre posible escribir una forma cuadrética como una suma de cuadrados? 2) Si
la respuesta es afirmativa, jcémo hacerlo?

Consideremos la forma cuadratica ¢ : R® — R, ¢(x) = XTAX. En el tema 4
velamos que, por ser A simétrica, entonces es diagonalizable ortogonalmente, es decir,
existe una matriz ortogonal P tal que PT AP es una matriz diagonal. Se vio también
que las columnas de P forman una base ortonormal de R™. Sea B = {v1,va,...,v,}
dicha base. Recordemos que los vectores v; son vectores propios de A, tienen norma
1 y son ortogonales. Escribamos el vector x = (x1,x2,...,x,) en términos de la base
B: x = 2}vi + a2bva + -+ + 2} v, 0, en forma de matriz,

]
X' = 7

/

Ln

con lo que X = PX’. Entonces la forma ¢(x) queda como
q(x) = XTAX = (PX)TAPX) = (XT(PTAP)X = (X)\'DX'

donde D es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal principal son los
valores propios de A. Sean A1, Ao, ..., \, tales valores propios. Escribiendo explici-
tamente la tltima expresion tenemos

q(x) = (X)'DX" = M (2})* + Xa(@h)? + -+ + An(ah)?,

con lo que hemos logrado escribir ¢(x) como una suma de cuadrados de las coorde-
nadas z; del vector x respecto a la base ortonormal B. No es dificil ver que tales
coordenadas se pueden calcular como z} = x - v;.

En resumen, la forma cuadrética ¢ : R® — R, ¢(x) = XTAX, con A matriz
simétrica se puede escribir como

q(x) = M (x- V1)2 + Aa(x - V2)2 +o - Ap(x vn)2

donde A; son los valores propios de A y v; son vectores propios unitarios correspon-
dientes a tales valores propios. Se tiene asi probado el siguiente
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Teorema 5.2.1 La forma cuadrdtica q : R® — R, q(x) = XTAX, con A matriz
simétrica, es definida positiva (definida negativa, semidefinida positiva, semidefinida
negativa) si y sélo si todos los valores propios de A son positivos (negativos, no
negativos, no positivos, respectivamente). La forma cuadrdtica es indefinida si A
tiene valores propios positivos y negativos.

Regresando al ejemplo anterior, vemos que la matriz

6 —2 2
A= -2 5 0
2 07

tiene por valores propios A1 = 3, Ao = 6, A3 = 9 y que los siguientes vectores propios
forman una base ortonormal:

22 1 1 2 2 2 1 2
Vi=\|155 "5 |> Vo= 1\35"5 "5 /> Vi=\15"551]>
3’3 3 373 3 37 33

de donde se obtiene el resultado ya conocido.

Ejemplo 52 Clasificar la forma cuadrdtica ¢ : R? — R dada por

2 2 =2 T
-2 —4 5) z

Solucién. Para investigar si esta forma cuadratica es definida positiva, etc., sélo
tenemos que obtener los valores propios de la matriz simétrica asociada a la forma
q. La ecuacién caracteristica de esta matriz es

det(A — X)) = —(A = 1)%(\ — 10) = 0.
Asi pues, los valores propios de A son A1 = 10, Ao = 1. Como éstos son positivos,
concluimos que la forma dada es definida positiva. O
Ejemplo 53 Clasifica la siguiente forma cuadrdtica
q(x1,x0,23) = 5x% + 2129 — 3123 + W21 + x% — 2x9x3 + Hrawy + 2T3T0 + acg
Solucién. Se puede resescribir como

q(x1,x9,23) = 5x% + 2120 + 173 + 220771 + a:% + x3T1 + :1;%

5 2 1
cuya matriz simétricaes A = | 2 1 0 |, y sus autovalores son A = 0,1,6, por
1 0 1

tanto ) es semidefinida positiva. O

A menudo, dada una matriz simétrica correspondiente a una forma cuadritica,
no resulta nada sencillo calcular sus valores propios (al menos sin recurrir a técnicas
numéricas aproximadas), con lo cual el criterio de clasificacién que hemos dado
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anteriormente tiene una validez limitada. Por ello damos a continuacién otro par de
criterios sin incluir su demostracién, por caer ésta fuera del presente curso.

Segundo criterio de clasificacién. Sea

a1 a2 ... Qinp
A:

ap1 Anp2 ... QApp

una matriz cuadrada real. Llamemos menor preferente de A al determinante de
cualquier submatriz A; ;, ;. de r filas y r columnas, obtenida suprimiendo en A

todas las filas y columnas que no tengan sus subindices en el conjunto {iy,i2,...,%,}
de {1,2,...,n},con 1 <iy <ig < -+ < i, <n, es decir,
i Agrig - oo Qg4
Aivig..ip =
iy Qjpig -+ Ajg,.

Asi, dada la matriz

N
I
— O
Ut W
(2NN )

Sus menores preferentes son
3
5

A1 =4; Ay =3; Az = 6; Algz‘ g ;‘:12; A3 = 22; A23:‘ é ‘:13; Alggzdet(A).

Pues bien, entonces se tiene el siguiente criterio:

(2a) ¢ es definida positiva si y sélo si todos los menores preferentes de su matriz
simétrica asociada A son estrictamente positivos.

(2b) q es semidefinida positiva si y sélo si todos los menores preferentes de A son
no negativos (i.e., mayores o iguales que cero) y det(A) = 0.

(2¢) q es definida negativa si y s6lo si todos los menores preferentes de A de orden
par son estrictamente positivos y todos los de orden impar son estrictamente
negativos.

(2d) q es semidefinida negativa si y sélo si todos los menores preferentes de A de
orden par son no negativos (i.e., mayores o iguales que cero), los de orden
impar son no positivos (i.e., menores o iguales que cero) y det(A) = 0.

(2e) g es indefinida si y s6lo si no se verifican los apartados anteriores.

Las dificultades que tienen lugar cuando se lleva a la practica este criterio (sobre
todo porque el nimero de menores preferentes a analizar aumenta espectacularmente
con la dimensién de la matriz) nos lleva a incluir un criterio adicional, méas sencillo
y eficiente (a veces).
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Tercer criterio de clasificacion. Sea

aj; aip ... Qain
A=

an1 QQpr2 ... Qupn

una matriz cuadrada real. Llamamos menores principales de A a los siguientes de-
terminantes:
a1l a12

A1 =ayr, Ay =
as  a

Do, Ay =det(A).

Entonces se tiene:
Si det(A) # 0,

(3a) g es definida positiva si y sélo si A; > 0 para todo i =1,2,...,n.
(3b) q es definida negativa si y sélo si (—1)!A; > 0 para todo i =1,2,...,n.
(3¢c) q es indefinida en cualquier otro caso.

Si det(A) =0,

(4a) si g es semidefinida positiva entonces A; > 0 para todo i =1,2,...,n (y
existe al menos uno no nulo).

(4b) si q es semidefinida negativa entonces (—1)'A; > O paratodoi = 1,2,...,n
(y existe al menos uno no nulo).

(4c) q es indefinida en cualquier otro caso.

Veamos a continuacién algunos ejemplos adicionales.

Ejemplo 54 Clasificar la forma cuadrdtica que tiene por matriz simétrica asociada
la siguiente

2 -1 1
A= -1 10
1 0 3
Solucién. Si calculamos sus menores principales resulta
A =2>0, A2:1>0;A3:det(A):2>0,
por lo que, en virtud de (3a), la forma cuadratica correspondiente a A es definida

positiva. Nétese también que sus valores propios son todos estrictamente positivos
(primer criterio), asi como todos sus menores preferentes (2a). O

Ejemplo 55 La matriz —A (o su forma cuadrdtica correspondiente) es definida ne-

gativa, como se puede comprobar por cualquiera de los tres criterios, o simplemente,
porque A, tal y como se vio en el ejemplo anterior, es definida positiva.
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Ejemplo 56 Clasificar la forma cuadrdtica
q(z,y,2) = 22+ + 2% 4 2zy + 202 + 2y2,

con matriz simétrica asociada

A=

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Solucién. Esta forma cuadratica no se puede clasificar con el tercer criterio, ya que
sus menores principales son

A1 =1, Ay =0, Ag :det(A) =0

y aunque podemos decir con toda seguridad que no es definida positiva ni definida
negativa, no podemos afirmar otra cosa basdandonos unicamente en este criterio. Sin
embargo, sus menores preferentes

A=Ay =A3=1>0, Aj9 = A3 =0, Alzgzdet(A):O

con lo cual la forma cuadratica ¢ es semidefinida positiva. También se puede com-
probar que los valores propios de la matriz A son todos no negativos y que tiene uno
cero. O

Ejercicio 17 Clasifica la forma cuadrdtica dada por

q(x,y,2) = 2%+ y* + 22y + 222 + 2yz.

5.3. Problemas

1. Clasificar las siguientes formas cuadraticas:

a) f(z,y) = 422 + 5y + Syz

b) flz,y) = —a? = 3y* + yx

1

1
o) flz,y) = 5962 + 1y2 —yx

2. Escribir las siguientes formas cuadraticas en forma matricial, con A simétrica,
y clasificarlas:

a) f(z,y,2) =322 — 22y + 3wz + y? — dyz + 322
b) f(z,y,z) = 2% + 822
c) flz,y,2) = =322 + 2xy — y? + dyz — 82°

3. Dada la forma cuadrética f : R®> — R definida mediante
flx,y,2) = 2% + ay® + 2yz + a2®

héllese a € R para que f sea semidefinida, indicando si lo es positiva o negativa.
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10.

11.

. Dada la forma cuadrética f : R3 — R definida mediante

flz,y,2) = az® + oy + (o — 1)2% + 22y

donde a € R es fijo, clasificar f para los distintos valores de a.

. Encontrar una base de R? en la que la expresién analitica de la forma cuadrati-

ca
f(xvyVZ) = 7‘7:2 - 2351/ + 5y2 + 522 — 2xz + 2y2’

sea canonica, esto es, no aparezcan términos cruzados.

. En la base canénica de R? una forma cuadréitica f : R?> — R adopta la

siguiente expresion:
f(x,y) = 42” + 8y* — 6xy

Determinar su nueva expresién en la base formada por los vectores ¥} = (1,1)
y 172 = (—1, 1).

Dada la forma cuadratica
flxy,x9,23) = x% — x% + 3$§ + 4x1x9 + 62123 + 8x023

encontrar su expresion canonica y clasificarla.

. Dada la forma cuadritica ¢ : R* — R* definida por

8
q(z,y, 2) = 627 + 3y> + 222 + t* + 4oy + 622 + 4ot + 2yz + gyt + 2zt

Clasificar gq.

. Determinar si son definidas positivas o negativas las formas cuadraticas si-

guientes sujetas a la restriccién lineal dada:

a) f(z,y) = 2% —2zxy +y? sujetaaxr+y =0
b) f(z,y) = 22% — 4wy + y° sujeta a 3z + 4y =0
¢) f(z,y) = —2® +zy — y? sujeta a bz — 2y =0

Clasificar la forma cuadratica
fl@,y,2) = & + 2wy + y* + 327
restringida a:

a) z—y+z2=0
b) T ={(x,y,2) € R¥/z =0}

Clasificar la forma cuadratica
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12.

13.

5.4.

13

14

15

Dada la forma cuadrética f : R® — R definida mediante f(z,y,z) = 522 +
5y + 422 + 2zy, diagonalizar ortogonalmente f y clasificar f.

Dada la forma cuadrética f : R® — R

3 -1 4 T

—4 —-10 2 z

héllese una matriz simétrica que de lugar a la misma forma cuadratica y dia-
gonalicese ortogonalmente, dando explicitamente la matriz ortogonal que dia-
gonaliza.

Aplicaciones de las formas cuadraticas

La funcion de costes de una empresa viene representada por
C=1%+3LK +3K?

siendo K y L el trabajo y el capital respectivamente.

El equipo de economistas de dicha empresa recibe una notificacién segtin la
cual deben facilitar al consejo directivo de la empresa las cantidades de capital
y trabajo que minimizan los costes.

Reunido dicho equipo llegan a la conclusién de que las cantidades pedidas son
L=K=0.

Sabiendo que la minimizacién de la funcién de costes tiene lugar si se verifica
que la forma cuadratica

W = (AL, AK) ( 3 2 > (ﬁfi)

es definida positiva. Comprobar si la decisién del equipo es correcta.

El objetivo de la politica fiscal del gobierno se basa en la reduccion del déficit
publico, para lo cual esta estudiando la posibilidad de introducir un nuevo
impuesto en funcién de lo pagado (o devuelto) en concepto del Impuesto sobre
la Renta de las Personas Fisicas (R) y el Impuesto sobre el Patrimonio (P).
El impuesto seria

T = 2R? + 4P? — 4RP

El gobierno no estd dispuesto a devolver dinero por este nuevo concepto tri-
butario, por lo que te ha encargado el estudio del mismo a fin de comprobar
este tltimo punto.

Los economistas de una empresa aseguran que la funcién de produccién por la
que se sigue la misma es del tipo P = L? + K% — 2L K, siendo L y K el nimero
de trabajadores y el de maquinas respectivamente. Ademaés se sabe que para
que funcione una maquina se necesitan dos trabajadores. Comprobar que P es
una verdadera funcién de produccién.
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16 El nivel de contaminacién que produce una empresa viene dado por
C =23 — 302 — 222 — 2x129

donde x1, w9, x3 son cantidades de materias primas utilizadas en el proce-
so productivo y C' es el nivel de contaminacién. Ademads, en su proceso de
produccién utiliza la misma cantidad de la materia prima x; que la suma de
las cantidades de x5 y x3. El gobierno no autoriza los procesos productivos
que generen niveles de contaminacién positivos. Si ti eres el gerente de esta
empresa, jpedirias la autorizacién? jPor qué?
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